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I. 





T J a Teorìa delle Serie , considerata' coinè un semplice mezzo 
di approssimazione si estende indefinitamente a tutte le parti dell’ ana- 
lisi allorché vogliono applicarsi ai casi particolari le formule generali , 
e sotto questo punto di vista le Serie non debbono considerarsi che 
come trasformate di espressioni per verità più semplici, perchè com- 
poste di unr limitato numero di termini , ma che non si prestano 
con facilità al Calcolo numerico. In questo' caso la soluzione di 
qualsivoglia problema naturalmente si compone di due parti , avendo 
r una per oggetto F indàgine dd rapporto finito tra- le variàbili e 
le costanti, e l’altra il modo di esprimere una di queste quantità 
per le altre . Ma bene spesso succede che 1* imperfezione dei metodi 
analitici non ci concedè di giungere al primo scopo, ed in queste 
circostanze la Teorìa delle Serie è di un uso anoor più apprezza- 
bile;- E siccome questa- Dottrina ha- data V origine al Calcolo diffe- 
renziale, ed integrale, così ancora supplisce al loro difetto, ed offre 
il più semplice mezzo per la soluzione dei problemi che dipendooo 
dalla Integrazione delle Equazioni differenziali , porgendo anche 
il modo di ottenere se non esatti resultati , almeno tali che possa 
F errore ad arbitrio diminuirsi, e talvolta perfino ristringersi entro 
limiti determinati. Questi vantaggi tanto più sono valutabili, in 
quanto obe, come abbiamo osservato, conviene quasi sempre adottar 
la forma delle Serie anche quando si giunge ad espressioni finite, 
la riceroa delle quali pertanto nella pratica, soluzione di un pro- 
blema può- sovente considerarsi come superflua . 
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II. 

Ma considerata la Dottrina delle Serie indi pendentemente dal 
suo pratico uso nella soluzione dei problemi che dipendono dalla 
Integrazione delle Equazioni differenziali, allora essa non è di una 
utilità cosi manifesta. Ed infatti il primo, e più importante oggetto 
dell’analisi quello si è di mettere in evidenza i rapporti che distin- 
guono le varie funzioni, e la loro classazione, in modo che apparisca 
come le une possono alle altre ridursi, e quali siano le essenzial- 
mente irreducibili, in una parola , assegnandone la indole distintiva. 
Simile intento non potrebbe, almeno nell’attuale stato dell’analisi , 
ottenersi, allorché queste funzioni siano espresse in serie infinite, 
nelle quali sovente una stessa forma generale può rappresentare 
funzioni di natura differentissima, e dove forme diverse spesso si 
riportano a funzioni congeneri. 

III. 

Quindi è senza dubbio che i primi Geometri dei nostri tempi 
tanto hanno consaorato del loro studio alla sommazione delle serie, 
alle quali, dopo averle fatte supplire alla insufficienza del Calcolo 
Integrale, hanno applicato questo Calcolo stesso per ridurle ad 
espressione finita.. Nell’ immenso numero delle ricerche che rendono 
il nome di Euler sacro ai Cultori dell’analisi, quelle sopra l’esposto 
oggetto sono le più 'moltiplici, e le più variate, e dove ha parti- 
colarmente sviluppate le prodigiose risorse del suo genio. Ora guidato 
dall’Induzione, ora afferrando un non osservato rapporto tra levarie 
trasformazioni che può subire una serie, spesso è pervenuto a singo- 
larissimi resultati. Molte volte introducendo in una serie proposta 
una nuova variabile, sopra questa operando o per mezzo delle dif- 
ferenziazioni , o delle Integrazioni, ed ottenuta la somma della 
nuovo serie, si riportava alla proposta determinando convenientemente 
la variabile ausiliaria nella formula ottenuta; Quindi sovente un 
Integrale definito gli offrì la somma di complicatissime serie. 
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IV. 

La introduzione di -questa nuova variabile per assegnare 1* espres- 
sione finita di cui una serie proposta è suscettibile può riguardarsi 
come un mezzo sommamente feóondo , e luminoso quando da una 
Equazione differenziale si tratta di esprimere in modo finito uoa 
variabile per l’altra. Sono infatti nelle Equazioni differenziali tal- 
volta le variabili in modo tra di loro connesse , che il ridurle 
alla separazione trascende le forze dell’analisi, e ciò molte volte 
dipenderà dall’essere anche nella Equazione finita in modo le va- 
riabili tra di loro avviluppate che l’una non possa in modo finito 
esprimersi per l’altra. Quindi sovente le differenziazioni complicando 
i mutui rapporti delle variabili, rendendoli più generali, maggiori 
saranno le difficoltà della separazione nella Equazione differenziale . 
Spesso avviene per altro che l’introduzione di una nuova variabile, 
la quale debba sparire dal resultato al fine del Calcolo, in sè com- 
prendendo la relazione trascendente delle variabili primitive, pre- 
senti tra queste un rapporto finito. Pertanto tutte le volte che la 
nuova variabile dovrà subire delle integrazioni nella formula ove 
è implicata , per toglierla dal resultato finale converrà determinarla 
dietro stabilite condizioni; il che ricondurrò il Problema alla ricerca 
di un'Integrale definito. 

V. 

Dietro simili vedute , la ricerca dell’Integrale delle formule 
differenziali tra limiti determinati, è divenuta un oggetto di spe- 
cialissima applioazione per i Geometri dei nostri giorni. Ai nume- 
rosi resultati che sopra tale oggetto l’illustre Euler ottenne , debbono 
aggiungersene una infinità di altri, che i sommi Geometri Laplace, 
Lagrange, Legendre eo. hanno per differenti strade ottenuti; ed 
al primo di questi in particolar maniera deve questo ramo di ana^ 
lisi , in quanto ohe, conformatosi alle vedute di Euler, ne ha esteso 
l’uso alla Integrazione delle Equazioni differenziali ordinarie, ed 
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ha ridotto a dipendere dai principj stessi delle classi estesissime di 
Equazioni a differenze parziali . Possono vedersi le ricerche di questi 
Illustri promotori dell 7 analisi nelle Collezioni Accademiche, e nella 
grand’opera del Celebre Sig. Lacroix sul Calcolo Integrale, ove si 
trovano con bell’ ordine disposte . 

VL 

Questo immenso corpo di resultati, ai quali sono stati i Geo* 
metri condotti da metodi differentissimi , e particolari , sembra pre- 
correre nell’analisi dei nuovi, e generali metodi, mediante i quali, 
classate, e riconosciute le vere trascendenti irreducibili , e per con- 
seguenza introdotti dei nuovi segni, tutto quello che su tale oggetto 
«i è presentato ai primi Geometri dei nostri tempi , discenda come 
caso speciale da una universal Teorìa. Percorrendo la Storia dell'ana- 
lisi, tutte le volte che le forze riunite dei Geometri hanno prepa- 
rata qualche rivoluzione nella Scienza, s’incontra un fenomeno simile 
a quello che attualmente si .osserva . Prima della invenzione dei 
nuovi calcoli, Wallis, Barrow , Huyghens, e molti altri, traendo 
particolare soccorso o dalla imperfetta Dottrina delle Serie, o dalle 
Geometriche considerazioni, furono condotti a molti analitici resul- 
tati , dei quali per altro non seppero riconoscere nè la filiazione, 
nè la comune sorgente, che la scoperta dell’analisi infinitesimale 
pose in evidenza . La dotta guerra che tra i Geometri si accese in 
occasione del celebre problema degli Isoperimetri , fu origine di 
una moltitudine di scoperte, e di singolari metodi, che primiera- 
mente da Euler ridotti ad una stessa, ed uniforme analisi, furono 
in progresso richiamati dal sommo Lagrange a dipendere dal solo 
calcolo differenziale. La «tessa Teorìa delle Equazioni Algebriche 
prima di Lagrange, e Raffini composta di diversi, ed in apparenza 
non dipendenti metodi , offre ai nostri giorni delle simili conside- 
razioni; siccome anche lo sviluppo delle così dette funzioni Polino- 
miali che il Sig Paoli ha mostrato dipendere dal solo Calcolo dif- 
ferenziale, e la Teorìa delle funzioni generatrici del Sig. Lapla.ce, 
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che tanto feliòeménte ha dimostrata 1’ origine delle Celebri relazioni 
dei differenziali con le potenze positive, e degli integrali con le 
potenze negative , relazioni delle qnali alcune fino da Leibnitz 
erano state osservate, e che da Condorcet , e Lagrange in maggior 
numero scoperte, pure non erano da verun principio generale de- 
dotte. Questi fatti, ed altri molti che la Storia delle Soienze oi 
presenta dimostrano ehe lo spirito umano lentamente avanzandosi 
alla formazione dei metodi generali, solamente vi giunge allorché 
essendo al possesso della soluzione di molti casi particolari, ravvisa 
in questi tutti quel punto di contatto che gli unisce, seguendo le 
tracce di quella occulta Catena di cui non sono essi che altrettanti 
anelli; ed a misura che più casi saranno insieme congiunti, e ridotti 
a dipendere da un minor numero di principi , più facilmente si pre- 
sterà all’evidenza quella sconosciuta Legge dalla quale tutti dipendono* 

VII. 


Abbiamo superiormente indicato il felice uso che Euler, ed 
altri Illustri Geometri han fatto degli Integrali definiti per la Inte- 
grazione delle Equazioni differenziali . Un Integrale definito rappre- 
senta sempre la somma di una serie, poiché è noto che sempre può 
integrarsi per serie uua formula differenziale anche indefinitamente. 
In questo caso la Teoria delle serie molte volte adempirà al duplice 
oggetto di determinar l’Integrale di cui la proposta Equazione è 
suscettibile, e quindi con le approssimazioni valutarlo. Allorché la 
ricerca di questo Integrale definito dipenderà dalle funzioni cir- 
colari , il Problema sarà meno complicato . La proprietà dei seni , e 
dei coseni di riprodursi con le differenziazioni, e le Integrazioni 
successive offre spesso il modo di determinare la natura delle Serie, 
e quella dell’Integrale definito. Così se una data Equazione diffe- 
renziale avesse per Integrale y—f F ( #, p ) d p, ove la integra- 
zione dovesse farsi tra i limiti <f> = o , <p = v, ove v denota la mezza 
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periferìa, b chiato thè se potremo sviluppare. la futttiohò Q )• 
in modo che sia 

V ( x, p ) = A-+- A, cos. q A, cos. a p ■+ . . . 
ove A, A,, A a , eo. sono altrettante funzioni di a? , noi avremo 

y==/F(ae,$)dp==Ac. 

Vili. 

Noi ci propongliiamo in queste ricerche di sviluppare le pro- 
prietà di questo genere di funzioni con maggiore estensione di quello 
che non è stato fatto fin’ ora. Una rigorosa dimostrazione oi con- 
durrà a molti dei singolari resultati che per induzione hanno i 
Geometri riconosciuti sopra le serie che dipendono dalle trascen- 
denti circolari; ed assoggettando queste ricerche ad un metodo uni- 
forme , ne vedremo discendere dei corollarj assai interessanti sopra 
gli Integrali definiti, e sopra la Teorìa generale delle serie. Ve- 
dremo dipenderne T Integrazione di alcune Equazioni differenziali 
la cui evoluzione sembra oltremodo difficile ad ottenersi per altra 
via, e le Equazioni a differenze parziali ci offriranno dei casi molto 
generali ohe coi metodi stessi potranno completamente risolversi. 


IX. 


Tutte le trasformazioni che possono subire le funzioni Circolari 
si appoggiano sopra a quel Teorema mediante il quale dati i seni , 
ed i coseni di due arohi s’ insegna a trovare i seni , ed i coseni della 
loro somma. La soluzione che di questo Problema si dà negli Ele- 
menti di Trigonometrìa oltre ad esser complicata , presenta molte dif- 
ficoltà ove vogliasi applicar la costruzione che esige a degli archi, 
la cui somma oltrepassi il Quadrante. Per supplire al difetto di questa 
Dimostrazione il cel. Sig. Legendre si è prevalso di un ingegnoso 
metodo, mediante il quale, provata la legittimità delle formule nel 


Digitized by {jOoq le 



7 

pròno Quadrante , le haertese al successivo, e coti di mano in man? 
a tutta la periferia circolare . Ma cosi componendo la completa Di- 
mostrazione di questo utilissimo Teorema Trigonometrico 4 i d ue parti 
egualmente complicate molto si perde dal lato della semplicità , ed 
eleganza ; Onde prima d" inoltrarci nelle Ricerche che formano il 
nostro oggetto, non sarà inutile qui 1 ’ indicarne una nuova, che non 
presenta alcuna delle difficoltà che nella conosciuta s’incontrano. 

Sia 1 * Arco HB = r; 1 * Arco B C =y ; unendo il punto B cp.\ 
centro A del Circolo per mezzo del Raggio B A, ed abbassando la 
Perpendicolare B G sul Raggio H A ? e le perpendicolari CE, C F 
sui raggi AB, AH, noi avremo 

BG=jen. x , GA =cos.x; GE=sen.y, AE=cos. y ; CF=stn. (x-+y) ; FA =xcos. (x+y ) . 

Ciò posto condotta la perpendicolare BD sopra la retta CF , 
facendo BD=w, CD=z, sarà 

sen. (x-+y) = seri, x -*■ z 
cos. (x-+y) — cos. a?—' u. 

Quadrando ambedue queste Equazioni, ed aggiungendole si avrà 

( i) 3 (z se/?. a? — v cos. x) -+ «*•+ a l *?=o 

Ma cenducendo la corda B(U, abbiamo. ( B C ) 4 = ( sen. y)* 
-»• ( ì — cos. y y =a( ì — cos. y)’ t ed anche (BC)*=z*-^n*f Quindi 
avremo ancora 

(3) 2 (1 — co 8 ,y) = z*-+u* 

Le Equazioni (1), (2) ci daranno eliminando i Valori di z, 
e di u. Ma per evitare di risolvere una complicata Equazione di 
secondo grado, vediamo di semplioizzare le due Equazioni otteuute 
affinchè la di loro soluzione più comodamente riesca. Nella Equa- 
zione (1) si sostituisca in luogo di z a *+*tt*il suo valore preso dalla 
(a), ed otterremo 

z sen. x — u cos. x ■+ 1 = cos.y 
Elevando al quadrato, si otterrà 

z * ( sen . x) * H-u *(<os. x) * -+a ( z sen. x — u cos. x ) —2 u z. sen. x. cos. x ss— (sen. y) * 
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e ponendo per z seri, x — u cos.x il suo valore — («*-+«*), sarà. 
j s (i— (se«.*)’) *+ u*( i — (cos.>) , )^3tts.se/2.#.cos.a?==(sefl.y)\ 
cioè estraendo la radice quadrata 

z cos. x -*• u seri, x — ;+ sen. y 

Questa Equazione, combinata con Poltra 

z sen. x — u cos x ■+ t — cos. y 

et condurrà speditamente al resultato. Moltiplicando la prima per 
sen. x y e la seconda per cos. x . e sottraendo, avremo 
u — + sen. x . sen. y — cos. y cos. x -+ cos. x 
ed alternando i moltiplicatori ed aggiungendo, sarà anche 
z — sen. x. cos. y ;+ sen. y . cos. x — ■ sen. x 
onde sostituendo nelle Equazioni 

sen. («-+• y ) — sen. x •+ z 
cos. [x~+ y) — cos. x — u 

avremo immediatamente 

cos. (x-i -y) = cos. x. cos. y hT sen. x . sen. y 

sen. ( x+y ) = sen. x . cos. y sen. y . cos . x: 

E per” determinare quale dei due segni convenga preferire, basta che 
in questa seconda formula suppongasi x — o\ il che ci darà 

sen. y = ;+ sen. y 

onde il segno superiore dovrà preferirsi . 

Questa Eliminazione potrebbe effettuarsi anche in altre ma- 
niere . Nella Equazione 

z sen. x — u cos. x ■+ t =** cos. y 

si pongano in luogo di r/,e di z i loro valori presi dalle Equazioni 

cos. ( x -+y ) = cos. x — u 
sen. ( x -+y ) = sen. x ■+ z 
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ed otterremo 

sen. x sen ) -+ cos. x. cos. ( x -+ y) = eoa. y 

Senza punto alterare i rapporti possiamo in questa formula variare x 
in y, e vice-versa, il ohe darà 

sen. y sen. (oc-t-y)-»- cos.y. cos.(x-*-y) = cos. x 
Eliminando il sen. ( x -+y ) tra queste due Equazioni, avremo 
cos. ( x -+y ) = «e/7, a? . cos. a? — «e/7, y . cos. x 
sen.x. cos.y — cos. x. sen.y 

Il Numeratore di questa frazione si moltiplichi nel primo termine 
per (cos. y)’-+- (seo.y) 2 ; e nel secondo per (cos. x) 2 -+■ (sen. x) 2 9 
il che non altererà la Equazione, ed avremo 

i. seri, x . cos . * . (cos. y) * •+ sen . x , C05. 4P . ( cos.y) % — se/z.y . cos.y . (cos. « ) * — sen.y . cos. y . (sen. *) % 

sen. x . cos. y . — cos. jp . se/i. 

= ( sen . x . cos. y . — cos . *• . $en. y ) ( coi. a* . coi. ^ — un. x . sen. y ) 

sen. x . coi. y^cos. x . ieri. 

• % % 
ciò e 

cos. (»-+y) = cos. a?, cos.y — sen. x. sen. y 

Se poi si eliminerà il cos. (a? *+ y ) , avremo nello stesso modo la 
espressione del seno. 

La costruzione Geometrica ohe esige questa Dimostrazione si 
applica iudistintamente a tutti ir punti della Periferia , come è fo- 
cile verificare. 


X. 

Le. formule ottenute, combinate con la generale Equazione del 
circolo basteranno per sviluppare tutte le proprietà delle funzioni 
di questa curva , e la ricerca dei difierenziali dei seni , e coseni , 
non esigerà nessun nuovo principio , quando siano esposte le pro- 
prietà generali delle serie che procedono per le potenze intere, e 
positive di una variabile, proprietà che bisogna sempre conoscere, 
a 
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quando si tratta di applicare il calcolo differenziale a qnalsÌTOglia 
quantità dipendente dalle curve. Chiamato e un aroo oirookre qualun- 

.d.sen.<p__ d.cos.p 

que, facilmente trovasi — -a ■ cos.<?>; — g-j — ** — a . sen. p,ore a 

è una costante di sconosciuto valore, per determinare il quale con- 
vien ricorrere a quelle generali proprietà . Egli è facile infatti il 
convincersi che il ragionamento impiegato per la prima volta dall* Il- 
lustre Lagrange per determinar questa costante, non solo è indi- 
pendente da qualsivoglia particolar proprietà del circolo , ma si 
applica ad ogni curva, ed è indispensabile per la ricerca delle for- 
mule della rettificazione, quadratura eo. Pertanto queste formule 
generali, che implicàno quei principj, dovranno condurci alle stesse 
determinazioni, come facilmente possiamo dimostrare. Sia $ l*aroo 
di una curva qualunque riferita alle coordinate ortogonali x , y i 
abbiamo come è noto 

d 5 = V dx 2 *+ dy % 

ossia 

\/dx' dy * 

1 ~ dT* d s' 

nel caso del circolo, si ha.y = sen. s , x — cos. s; ed abbiamo anche 

Ó • $671» S 

ì “ ' == CL COS • 5 


d . cos. s 
d s 


— —a sen. s 


ove a è indeterminata . Sostituendo questi valori nella formula 


f d. sen. s " 

\ * (d cos. s \ 2 

V d s * 

) ds ) 


avremo 


ì = * ( sen. s 1 -+ cos. s 2 ) — =t a 
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Quindi a 


ove nella prima Equazione eaoverrà nel doppio segno preferire il 
superiore , poiché il seno aumenta al crescere dei! arco: e nella se> 
conda l'inferiore, diminuendo il coseno all' aumentarsi dell’arco. 

Ma se per la ricerca dei differenziali delle funzioni circolari 
supporremo conosciute le generali formule della rettificazione delle 
curve, potremo ancora risparmiarci la determinazióne della costante o, 
ed ottenere per mezzo della sola equazione del circolo il valore di 
quei differenziali stessi. Riprendiamo infatti la formula (A) 

ds J dx % 
dy dy 



= h- i . Sarà pertanto 
d . sen. s 


ds 

d. cos. s 
d 8 


= r± COS. » 




ae sarà y = sen. s , x = cos. s, avremo la Equazione 

( sen. 8 y -+( cos. s) 1 = t 

« quindi differenziando 

d x d. cos. s sen. s 

dy d. sen. s cos. s 


sostituendo ora nella formula ( A ) troveremo 

d s _ t 

d. sen. s ~~ cos. s 

Ed i principj del caloolo delle funzioni oi daranno subito 


d. sen. s 
d s 


— -t cos. s 
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e similmente operande 

d. eoa. a 

s= -+ sen. a 

d 8 — 

ove determineremo come sopra quali segni debbano adottarsi. 

Vedesi dunque che la determinazione di questi differenziali 
manifestamente dipende dalla generai Teorìa delle curve, alla quale, 
per non anticipar nulla, dovrebbe negli Elementi rimettersene la 
ricerca . 

XI 

Premesse queste considerazioni, prenderemo ad esaminare al- 
cune delle meno complicate formule dipendenti dalle funzioni cir- 
colari , onde ridurle in serie della forma 

A h- A , cos. <p -+ A * cos. 2 $ 

forma di cui abbiamo dimostrata (vii) 1’ utilità per il semplicissimo 
mezzo che offre per la ricerca degli integrali definiti delle formule 
differenziali tra i limiti p = o,p = r. E per incominciare dalle cose 
più semplici, sia proposto di svolgere log. {l -+cos. (f>) in una serie 
ordinata per i coseni degli archi moltiplici di <p. Noi avremo 

log. (t -+ cos. ) = cos. <f> — {cos. Q y -+ (cos. <py — &c. 

* 3 

E ponendo in luogo di {cos. <p ) % {cos. $>) 5 8cc. i loro valori espressi 
per cos. <p , cos. 2 <p Scc. otterremo una serie di questa forma 

log . { ì -+ cos. <p)= — A -+ A, cos. <p — A 1 cos. a <p -+■ A } co$.3p— &c* 

Per trovare i coefficienti A , A ,, A z differenziamo rapporto a <p, ed 
avremo 

S - - — ■ = — A . sen.Q -+2 A, sen. 2 Q — 3 A, sen. 3 p ■+ &c. 

ì -+ cos. p 

Moltiplicando per i-+-cos.<p, e riducendo i prodotti dei seni, e co- 
seni in seni di archi multipli, avremo per determinare i coefficienti 
A, A,, A, &c. la serie seguente di Equazioni 
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2 A 1 -aA ,-»-2 = o 

f a V 3A,-4A,-+A, = o 

v - 1 4A,-6A,-t-aA, = o 

5 A , — 8 A 4 ■+ 3 A , — o 
& c. 

Tutte queste sono rappresentate ad eccezione della prima dalla 
liquazione 

# A , — 2 ( jc — ì ) A 2 ) A,_* = o 

La quale non incomincia per conseguenza ad aver luogo che per i 
valori di x= 3. L’Integrale della precedente Equazione a differenze 
finite si trova essere 

. c ■+ c l x 
A, = 

x 

essendo c, c* due costanti arbitrarie. Per determinarle, bisogna co- 
noscere il valore di A,, e di A,, e basta di avere quello di A,, 
poiché la prima Equazione ci darà allora quello di A, . Se si prende 
la somma di tutte le Equazioni («), è facile il vedere ohe svani- 
ranno tutti i termini ad eccezione dei seguenti 

a — 2 A, •+ A, = o 

onde A,= a, A, = i. Sarà dunque A.^a^c-fc'; 

.A , = C 2 — = 1 ? e quindi c’—o, c= 2 ; e perciò A, 555 — • 

2 ® 

Bimane adesso a tro vaisi il valore di A ; a quest’oggetto si ponga p=Oj 
ed avremo 

log. a =* — A -+ 2 (ì — a -*■ § —” i “*■ &c.) = ~Ah-2 log. a. 

E quindi A = — log. 2 ; sarà pertanto 

log. ( 1 -+ cos. p ) = — log. 2 *+ f • cos. p — I . cos. a p •+ f . cos. 3 p — &c. 
Se moltiplicheremo questa Equazione per d p, avremo integrando 
fd p . log . ( m ■+ cos. p)=cost. — p. log. 2 *+ ? . se«. p — I sen. 2 p &c. 
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E quindi Y Integrile Jd$.iog.{ i-* cos.p) tea i limiti p =? o, p = 
•ara — t Zog 1 . a . 

XII. 


La determinazione delle costanti A,, A,, A,, &o potrebbe 
anche pm «empi ice urente effettuar» mediante una ultori or Difièrea* 
ziazione . Riprendiamo la serie 

log . ( 1 -r-cos Q)=— A + A,cos.<p— A a cos. ap-+ A,co*.3p— 8cc. 
Differenziando replicatamele rapporto a tp , si avrà 

- ——A, cos. 2 *A,cos. ap — 3 *A,«ss.3o'+^ .. . 

ì -+ cos. p 

Moltiplicando per 1 ■+ cos. <p , e ridicendo i prodotti dei coseni 
in coseni di archi moltiplica, avremo per determinare le quantità 
A, , A,, Sic. le Equazioni 

A, a 

(5')..,.. ; a ’A* -a A ( = ° 

q 1 A 1 -4-A., === o 
4*A 4 — a.3*A,H-a*A a = o 

&c. 


Le quali tutte, ad eccezione della prima sono rappresentale 
dalla Equazione 

«•A, — a(a? — i)* A*_,-+ (ar— a)* A = o 
che incomincia ad aver luogo per x — a. Integrandola si troverà 


A, 


ex *+• c’ 

x 1 


Le prime 
dunque fenoora 


due Equazioni ( b ) ci danno A , = a , A a *= l j sarà 



-+c' = t 
-+■ c 1 = i 

"4 
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onde c =2, c ,ss =o,ed in- con isegnensa A,’ 
lo determineremo come precedentemente. 


% 


. Ed il prime termine A 


XIII. 

Prendiamo a considerare adesso la formala più generale 
log • (h-b cos. Q ) . Ponghiamo 

log. ( 1 ■+ co8. <p) = — A-»* A , cos. <p - A, cos. a -*■ A , cos. 3 $ — &o. 
Avremo differenziando rapporto a <p 

- — n Ser ~—. =A,-a A, sea. a ? ■+ 5 A , wa 5^ — &c. 

* -4/2 COS. 0 1 

e riducendo i prodotti dei seni e coseni in seni <lt archi , moltiplici ^ 
facilmente troveremo dopo aver moltiplicato per i ■+ ». cos» £ la 
serie di Equazioni 

a /2 A a — a A,-’-fifl = o 

/ri 3»A,-4A,-^A,=» 

/^nA 4 .— SA ì -^2nA i — o 

5 n A, - 8 A 4 -+3bA, = o 
& c. 

Le quali, ad eccezione della prima, sono generalmente espresse 
dall’ Equazione 

« x A x — a (a?— ì ) A,_, *+ n (<r — 2 ) A,.., = o 
Si troverà per l’ Integrale di questa Equazione a differenze finite 

A * X n X Ti 

ove c s c 1 sono arbitrarie , per conoscer le quali , convien determi- 
nare i valori di A, , e di A,. Aggiungendo alla prima delle Equa- 
zioni (C) la seconda moltiplicata per la indeterminata h, la terza 
moltiplicata per A 1 , e così in seguito, avremo 

• = 2n-aA J H-nAA J 4 2 A^ ( n — 2À-4nA l )*+3A j A(/i - »aA , 4/iA*) 
4 4 A 4 1‘ ( « - a A 4 a A» ) 
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A questa Equazione potremo sodisfare, se faremo 

a « — a A, -+ n h A , — o 
n-~2h-*nh* = o 

onde si trarrà 

h = 1 *= V (1 — n*) 


» 


2 72 


Al -»*) 


= a (« »'ì 


72 


Quindi resulta che non pnò essere /r>i , poiché diversamente 
si avrebbe A,, ed ogni coefficiente imaginano; ed ivi inoltre dovrà 
prendersi il segno inferiore, acciò, come deve essere, resulti A, = o, 
se H^o. Essendo noto A,, la prima delle Equazioni (c) ci darà 

^ __ A, — n __ a— av^i -/2*)— 72* i-/(t-72 l )V 

E sostituendo i valori di A„ e A, nel valore generale di A,, si 
troverà c=o, c*= 2 . Quindi finalmente 

iC ' 72 ' 

Conviene adesso determinare il valore di A. Facendo — — — ) 

72 

— fc, avremo, posto t = o 

r r \ a 7 2 fc* 2 fc’ afe 4 1 r 1\ 

log.(t -+ /2) = — A -+- a jfc — — — i — ^ — — A -+■ 2 log\ i+k) 

= /qj*. E quindi 

Zo^. ( t ■+. n cos. p ) = — Zog-. — -+- k. cos. p ——h z cos. a e •+ &c. 
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Moltiplicando per d $ , ed integrando , sarà anobo 

f* 2 Jc Q a 

J d P . log. ( 1 ■+/! cos. p)= C08t . -P log. — - H- - k . sen. <p — - k 1 sen. 2 p 

onde il valore di questo Integrale da p = o sino a p = ir sarà 

. 2 k 

— T tOg. — , 

» y 

XIV. 

Il solo Calcolo Differenziale offre ano h’ esso il mezzo di otte- 
nere la evoluzione di questa formula in nn modo assai semplice, 
ed osservabile . Consideriamo infatti la formula log .(/»■+ cos. P ) alla 

quale si riduce la precedente facendovi ed aggiungendovi 

log. n. Ponghiamo log.(m-+ co$. p)—z,e d otterremo differenziando 
replicatamente rapporto a p 

( d* z __ 1 -4-mcos. P ( i ^ 

\dP^/ ( m-+cos.py 

Differenziando rapporto ad m , avremo anche 

( d i ftt>i 

dm J m -+ eoa. Q ' ' 

» M 

[dm a J (m -*■ cos. f > ) 1 

Ed aggiungendo alla Equazione (ì) la (a) moltiplicata per z», e 
la (5) moltiplicata per m * — 1 , si troverà la Equazione 

0» -(-Tf)-"( 2 ;-)*<— ■)(-&)- 

Supponghiamo adesso 

* == log. (m -f coi. p )=- — Ah* A i cos.p "A: cos . 2 0 «+ A j cos. 3 p — &c iL A * cos.x p, 

E per determinare i Coefficienti A, A,, A, &c. si sostituisca in 
luogo di z questa serie nella Equazione (D) ; supponendola soddi- 
3 
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£ff 

«fatta indipendentem ente da fotti i dive»? coseni dagli ardii ronì- 
tipli di <p otterremo immediatamente per determinare A, la Equa- 
zione 

d ' A _- _ m d J ±. A, = o. 

dm * m * — i dm m — 1 

Per aver con facilità 1* Integrale di questa Equazione Diffe- 
renziale, introduciamovi iti luogo di m un’altra variabile q . Abbia- 
mo, q essendo funzione di m 

_d A, __ d A* d g 
dm d q * dm 

d*A, __ d : A, <fg^ 
dm* d g* dm* d q ' dm* 


onde sostituendo 


d*A x dq* dA, $ d*g m dg) a?» 
dq z * dm 1 dq \dm * m* — i dm\ rn 1 — i 


Facciamo per determinar q 

d* q m dq 
d m* m — l dm 


o 


e di questa bastandoci un integrale particolare, prenderemo q =» 
are. cos. m ; ossia m = cos. q . La nostra trasformata diverrà al- 
lora 


Onde si otterrà 


d*A, 

dy* 


a?* A* 


garV - " 1 — -g ocV 1 

A x — c x e ■+ c', e 

Cioè, essendo q —Are. cos. m 

A , = c j, ( m ■+ y^( m *■ i ) ) * c ' x ( m — v'C 01 1 ) ) * 


/ 
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ove c M , c’ „ sono arbitrarie dependenti da x . Il prime tenutile A 
sarà dato dalla Equazione 

d* A m d A ^ 

aro* toh tfm 

e troverassi 

A = log. ro 1 — i )) «' -+ ;je 

ove e\ e sono arbitrarie. 

Sostituendo qpesti valori , avremo 

log . 'm ■+ co*.#)- — log. ( m -4- y/m* — I ). •'-*> Ve^ci (01 ■+^m* - I ) -f c'i ( m- \fm l — I ) J tìosp 

{m~+y/ «’-iJ' + cj (oi— \/ m % — 1 ) 'J«m. 3 0 -+*•••• JtzjV» (ni-*- ^ /a*— l)* +c*{a- ^ ni*— lp j coi. x P 
=F ^C. 

Ove il segno superiore conviene ad ac pari , e 1’ inferiore ad x 
dispari. Per determinare tutte le arbitrarie , ponghi amo m — , ed 
avremo riducendo 


lo. g. { i •+*n'vm.p )«* - hg. " ) * -*•" -* |«« ) ■ +c ‘ 1 COf * * 


co*.* e 


=F ère. 


Il secondo membro di questa Equazione dovrà ridursi =o se n = o\ 
Ed è chiaro in primo luogo che ciò succederà per i Coeflicienti di 
coa.e, eoa. ae... . coa.ac$. &c. se tutte le quantità c,, c 1 ,c J ...c jr &©. 
saranno = o. Parimente dovrà essere e = o per motivo della ti nel 

denominatore . Resta la quantità log. ^ • e' che nel caso 

di »= O dovrà essere = o, ossia deve sciegliersi il doppio segno, e 
determinarsi la costante e in modo che sia, quando n = o 


(i Ax/n — o*) 1 
\ n 1 


i 
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Ciò è svolgendo 


, e' e' e' 
n* n % a 


e' n* 


8 


^Cco. 


Sarà dunque necessario proferire il segno inferiore , e prendere e'— 2 . 


In conseguenza sarà 


A = log. a (m — V ai *— i ) 

A, = c* (/n — V « *— 1 ) * 

Queste riduzioni ci daranno 

log. (m-*cos. $)= -Zoo a (m— i))^, co*. <p - (m a - l)) a co*. 2 £ {cc. 4 (ct 

*= c, ( ot — v /( in 1 — i )) *. cos. a? e rf &c. 

Per determinare le costanti che restano, facciamo ot— — 1)=^, 
ed avremo w = j Quindi sostituendo otterremo 

zy x 

(f *“* 2^ cos. $ -**!) = ex y cos. p- y % cos . 2 jr+ jr 1 coj. 3 f “ ^*c.. . ..±c x y* cos. x f> -+ frc. 

Ed e chiaro che avremo il valore di e, se differenzieremo 
questa Equazione x volte rapporto ad y^ e faremo quindi y — o 
Per eseguire questa Operazione, si osservi ohe abbiamo 


y* ■+ a y cos. P -+ i = ^ 
e quindi ancora 


p V — i 


)( 


y 


p V — i 


) 


■ +2 jy cos.-*-+i )=log ^y-t-eQ ^ 1 ^ -+log. ^p-»-e 

Differenziando questa quantità a? volte , ed eguagliandola al diffe- 
renziale x esimo della serie c , y cos. P — e 4 jr'* cos. 2 ♦ -+ &c. preso 
nella supposizione stessa , otterremo 

t) j- 


^pyTTf] 


((y+ePV^i) (y-+e 

== - 2 -3-4 (*-])*. c .co*. jr4>=p3.4.,...(*-n)c } y. cos. (x-^ l) P ±= &c. 

* X~¥ t 

piò è facendo j = o, 

.*■0 \/ — i x P v/ — 1 

&c x , cos . x <p ~ e -¥ e = 2 cos. * p 
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Quindi c, = JL. Conservando dunque ad y il valore convenuto , 
avremo 

Z»g. {m+cM.p) s *-log.zy ■+ * y. eos.f - | ,y*co».2 0-*| jr >co*.$ 0-. .. *=>*jr cm. *± d*c* 

La determinazione della oostante c' a potrebbe oseguirsi in un 
altro semplicissimo modo. Riprendiamo la Equazione 

Ii>g.{y t -+tycos*Q~* l) = ■ ycos.p — •* a y *c»». ci>< 3 ^ — Ò“o. coi. f 47!^* 

e facendovi p =; o. 


a log\ ì r+y) = c t y—c 2 y* ■+ c,,yJ — ... ±z C „y M =t &c. 


= 2y — 


ay ay 


a< y J 


=f= &o. 


ondec,= — come sopra. 

a? 9 


La serie che con due differenti metodi abbiamo rigorosamente 
dimostrata, fù conosciuta da Euler, che la ottenne per induzione, 
come può vedersi nel suo Calcolo Integrale . 


XV. 


Abbiamo ottenuto 


log, ( m -+ cos. P ) = ~~ 2 ^ h— ~ jf coi. p jj* coi. 2 0 *+ JLjfS coi. 3 P — &Ct 

Ed avendosi 

*| | 

log. ( 1 -+y cos . p)=ycos p — — y l (cos. e) 1 ( C08t P ) 5 — &°* 

egli è cbiaro che la nostra formula potrà più conoìsamente essere 
espressa dalla Equazione 

( E ) . . log. (m-r- cos. p ) = — log. zy -+ a log. ( 1 -+ y cos. p) 

purché dopo di avere sviluppato il secondo membro per le potenze 
ascendenti di cos. p, si applichino come multipli di archi gli espo- 
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neoti di co#.** Si asserti ohe essendo g = j»— y( a’ — *)> sarà 
«no ora — = ex -+ y( ex* — i), onde facilmente potremo dare alia Hfpia- 

y 

«ione (E) la forma 

l<tg.(m~¥ cos. p <•* *“ V *** *“ -s- V-*» 1 *» * J -*■ ee*. # ) 

qmrthè %i \winb h stesse averterne nella «votazione dei seoowcto 
membro. 

Sia adesso proposto di svolgere in serie per i coseni degli archi 
moltiplici la funzione più complicata 

log. («*».* ’■■■*« -co* * r “V & cos. p r -%.n^e—. -♦•/>) 

Supponendo che m , — m' , — — OT r) siane le r radici 

della Equazione 

r^ar^'+btr* p^o 

potremo supporre 

log. ( cos. p r -i-a cos. p r ~ l -+ b cos. p'* 1 p)=log.(m cos. p ) 

;-+ Zcgf. ( m* cos.p) -+log (m” ■+ cos. t )-*-.... -+ log.(m {r) -+cos.*) 

Se adesso con i segni ^r, , y* . . • • jv indicheremo le quanti- 

tà m -t- V ( ex*— 1 ),/n T - 4 - Vt*»- 1 ),m+ V ( ex " 1 1 ).. . . m V («n (r) **— 1 )» 
avremo generalmente 

log. t -*»- cos. <>) = log. k-jp» -*• a Zo£. (y (l) -+ co#. e ) 

pwclfe neHa -cvolifttane del s eco n do membro si applichi come ioni- 
tiplo di arco ogni esponente di cos. p : con questa Stessa condicio» 
Ile > tftvè -dunque «neora 
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•+& ^log.(y--¥ cot.P)-+ log.(y t «+■ co/. 0 ) -4- log.(y t -4- co#. 0 ) -V...-4- log' y*,-*- Gtìf,p^ 
ossia 

Zoo. C COS. * r - 4 -a CO#. a r “'-*- &COS. o’Ì* .... -► P )=» Zoo-. -7^ 

*’yy-y*--y r 

*+ 2 Zqg\ (jr -4- co* e) (jr, -4- co*. e ) (y* •+ ca«. f ).,...(> h- cos.e ) 

Effettuato il prodotto dei fattori 

( y ■+ cos. * ) (^, -4- co#. P ).c y* “*• CO*. P \ . . . » (y r ■* cos. 0 ) 

che sono r di numero , giungeremo ad una espressione della forni* 

co8. p -*■ a* cos. p r ~'-+ b ' . cos. p r ~* . . . - 4 • p* 

ow i «oeffiotenti a 1 , b \ p ' saranno tali 9 che h quantità 

9 y* > J 1 * >.* .«.^y w rappresenteranno le r radici della Equazione 

f r -4- a' t r ~*’ - 4 - 37 r_1 ->• ..... -+p' = o 


Sarà dunque p* —yy ( y % >^ .. 3 /v, * la formula precedente diverrà 


log. ( cos. p r ■+ a cos . p r ~' “ 4 - b .cos. p r ~* 


p)=log. 


2 r .p' 


’+2.log.(cos.p r -+a t cps.p r '-+b t cos.p r ~ 2 -+...-+j> 1 ) 

purché dopo di avere sviluppato il secondo membro per le potenze 
di cos.p , gli esponenti si applichino cerne inulti pii dell’arco. 


XVI. 


Possiamo fino d’ora mostrare un’uso assai osservabile della «e* 
rie ottenuta per log. ( /n -4- cos.p ) . Noi abbiamo 

2 2 2 8 ^ 
log . (m -*■ co#. + ) = — Zo£. 2 jr • y cos. p — — jf* co#. 2 0 co#. 3 $ — occ. z± —y* eoi . &c. 

Si svolgano attualmente in serie per le potenze dei loro archi 


Digitized by {jOoq le 



*4 

tutti i coseni, ohe sono oom presi nel secondo membro di questa. 
Equazione ; ed avremo immediatamente , ordinando per le po- 
tenze di p 

log. (/»-*• coj. e ) — - log. y y .<y_ i 

*• 2 3 4 - 

{y — a y\~* ~ 4 y •+ &o. } 

4 {y ~ 2 'y' y* — 4 'y* "+ } 

~TmZs p{y— 2 'y' ’ + 4 r y-»-&c. }. 

y 1 v f 

cioè, osservando che y — ^ tkc. = log. ( t -+-y ) 

{ y 1 *4* y “4” i s 2 * \ 

2 y ” J — y -!2y* -+3y« - &e. } 

{y-*'y'+&y'8c c. } 

•Afrs*' ^ 3 '^ - &c - ) 

&0. 


abbiamo adesso, come è noto 


i 

i -4-y^ 


i —y+y'—y' + ko. 


Quindi sarà 

y — 2 y* *+ 3 y’ — 4 y 4 “*■ &c. = — y d ,-rf 

dy 


y — » a* y * r+- 3 } y’ — 4 } y 4 -*- &c. 


&c. 


— y dydy d 

dy* 


Digitized by LjOOQle 


as 

«Ve ciascun segno differenziale si riporta a tutte le quantità suc- 
cessive . Sostituendo questi valori nella nuova espressione di 
log.(m -+cos,p ) 9 si avrà 

tos-(n-+cos.') = log.\- ^ j- T -~dp 

a . ydydydrir 

a.3.4 d y i 


l " 1 ^ &C. • • • • • ir 


“ — "_y±y±yj±^tÙL , &0 . 

a.3.4* •• a n* dy ìm ~ l 


ossia, osservando ohe per supposizione abbiamo 

v* •+ x 
m = - 

otterremo ancora, riducendo 

J-io g . { a ^ co ±± } 

v s L !»-*•! J a v c/y 


_ a 4 dydjd- 7 ^ 
3.3-4* dy* 


&c. 


a *• dydy.'.dji-r-.^ 

* - r*r* ; — rr-r— — -+OC0. 


3.5.. . 3 /z a "”* 1 

Moltiplicando per dy a ed integrando, avremo 

/ d y . /m-^cos.t, ^ ai 

tog. { — ■ - }=eosf.-4- a. 


.O 1 


ITI l 

dyd^T 


a.3.4 * ^ </y* a.3 4.5.6 

— &c. ....... t 


* 0 * 

a i 


a» ^ yjdyJLidyJ^ t ^ 
9 d.y 4 


fl ^ >. ydydy..'..d t Xr 

Y • — “*■ " 


a.3 ... .a /2 


dy*' 


=r &o. 
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La funzione rappresenta la somma della 

y — a 1 * y* *+ 5 li y ì — * 4**^ 4 ■+ &o. 


sene 


la quale si riduce a «ero «e,y ■= o, e se jf =* 1* poiohà in qu*» 
sto seooudo case è noto che la serie 


a ** 4** +8te. 


è sempre = o, come anche avremo luogo di dimostrare in seguito . 
In conseguenza , se nella fòrmula 



m ■+ cos. p 
m ■+ i 


a 

= cost. “♦* ■ — p 
% 


x 

1 -* y 


* 4 y d y d ^> 

a.3.4 p * dy 1 


2.3.4. 5. 6 


yjdydydyd-r^ 

dy 


— &c. 


prenderemo l’integrale tra i limiti .y == o , ^ = i 3 a ciascuno di 
questi limiti svaniranno i coefficienti di p 4 , p...p w y %. all’ infini- 
to; ed avremo la formula semplicissima 


ossia 



-/4M 


m 


cos ; 


172 







Ma avendosi 


«n 


__ 


si avrà , sostituendo nel termine 
lore di m , la formula 



Zc$g\ ( m -*• a ) questa va* 
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nella quale io luogo di log, ( m -*• cos. p ) potremo sostituire la 


sene 


- log, 2 y H- f y cos. $> - f y' CO». 2 p -4- &e. 
ed in luogo di log. ( 1 *+y) il suo valore 

y — — - — &<* 

2 3 

ed effettuate le integrazioni tra i convenuti Haliti di y=*o, y =* [, 
si otterrà con molta facilità 

■f = i — -+ — — -U&* 

4 4 9 *6 

— cos. <p ■+ £ COS. a p — | cos. 3 <p *+ &c. 

Se in questa serie assai osservabile faremo p = r , troveremo 

+• &c. 


= 1 


ì i _i_ 

8 T"* *5 49 

relazione che Euler ottenne il primo per induzione 

XVII. 



Riprendiamo la Equazione 

" ~r = - f~ log.(.m+\)+ r y 

avremo differenziando rapporto a p 
+ 2 et n p f 2 y CoS ' q t 


log. (rii ** eòi. p) 
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Onde apparisce ebo il rapporto di un aroo al suo seno sarà rap- 
presentato dalla formula 

J. /_ il 

sen. p J y*-+ a y cos. p ■+ 1 
purché 1* Integrale sia preso tra i limiti y — o » y = i , 

p v c 

La funzione allorché ♦ = o diviene — ; e lo stesso- 
no . p o 

accade in tutti i suoi differenziali all’ infinito. Secondo le idee lu- 
minose dell’illustre La grange, sempre una tal circostanza annunzia 
un cangiamento di natura nella proposta funzione; e la indole, e 
la cagione di un tal cangiamento- rcndesi evidente nella nostra for- 
mula, nella quale il resultato — indica che i fattori della quan.- 

o 

tità y * -+■ 2 p cos. p -+ 1 divengono eguali tra di loro . 

XVIII. 


Abbiamo ottenuto (i3) lo sviluppo in serie per i eoseni degli 
archi moltiplica della funzione log. (i 4 a cos. p). Proponghia- 
mooi adesso di svolgere in una serie della stessa natura la fun- 
zione . A tale oggetto facciamo 

1-4/2 COS. P 

- = A — A , cos. p ■+ A, cos. a p — A , cos. 3 p -4 &o. 

1 - 4/2 COS. P 

E moltiplicando per 1 - 4/2 cos. p, e riducendo i prodotti dei coseni 
in coseni di archi multipli , avremo 

1 = A -4 A n. cos . p — 1 A,, n cos.tQ-*- £ A 1 ncos. 3 p *— &c. 

— a A, n — A , . cos. p -+ À a cos. 3 p — A , cos. 3 p -4 &c. 

« 

-4 1 A 4 n cos. p — \ ; A } . n cos. % p -4 £ A 4 n . cos. 3 p — &o. 
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C / es7* 


JiLw i~~> <* ^«* , «X <£. 

^**'* / ts f<* £éÓS cz/Zss*; ^z^c+€Z* <?&• 

(S*iU e^.' CLC4SVSI 4CST4.S S<0T*0*é6>} ^fSZ****S*J Qs é<^*-9 . £/~ièseS I 

0z4Xjrzz^J^(^^~ &' >y£*?£S / tJf Jes /rzrtX'f es* Qe^+ t<xs^*/ c^** 5*4 lT ^e*^G*+* <? 

*6t~t **&<? C*4£6*kZ' O- S Qx~* <s*r *~**D S&àyf£jQ^ 

&ru#€S~ jisc*<jd; f*) S/ZOè ?**s ^ 2 ^ &è~) *~*Js arrtjD*!^ 

^ r **> ~s &<^>/«*' 

> /Q^-rx*^ f** 6< ^ ^a^hix 

d tfncj ft&esve*^ , <zXu*x£i^ xxJ ^/ z*s^cxstx~Z^ 

/ / trr ^) cx^té^ c*** ^ ex* «J*yt4P -etz, &*■'**' e***n-SZ* <*XAv> 

’'fity>6) 0*S Q*J £jjpmma ' *> 

cA'6y,+J. c^/t^ s 'J~y*T*sf *** ' S * ** 

s^ f^y*^', •* r** r f ' 1 ^ 4 * w 

ù 

u arc^wsret' seù~t cx^ y<~ 

^ Qc & £<>*+*<” K éU ( jeS &rvc/ r~e 4£*+£*f&&4 izit/ . 


(/j^. 



trzrzdr 


S ^0T?iAm4 
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Otterremo quindi 

n A, — a A -+2 = 0 
«A, — 2 A, -f 2 nA = a 
(c) . » . • ,'n A, - i A, -+• n A, = or 


«A,*- a A , h* « A,_, = o 

ove conviene osservare ohe questa generale Equazione incomincia 
ad aver luogo per i soli valori di x a* 

Abbiamo da essa. 

ove conviene determinare le due costanti arbitrarie c, &. Alla 
prima delle Equazioni (c) che sono infinite di numero, aggiungasi 
la seconda moltiplicata per h, la terza moltiplicata per e così 
in seguito. Avremo 

0=5 — a Ah- a-»- a n Ah-t-A , («— a h -+n &*)-+• A» h (a — ah -+ n h*) 
A, h 1 ( n — 2 h -+• a h* ) -+■ &c. 

Alla quale sodisfaremo facendo . 

(2 /2A-2) A ■+ a = o 
n — 2 h ■+ n h* = o 



Di qui abbiamo 
do essere A=l , 


h = 


i±= ì — n 1 ) 
n 


quando / 2 =o, sarà 


. A ; Ma doven- 

±=^(1 -n a ) 

generalmente A — — • 

° v'C 1 — n ) 
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Trovata A, la prima delle Equazioni (c) oi darà A.*= a . 

v ' n i - n* ) 9 


, j a „ (i—v'd— «*)) 
e la seconda A, = a ♦ 

» y( 1 “ n ì 


Sostituiti successivamente questi valori nel generale di A„ trove- 

a 


remo c = o, c = 

A, = 


Vi »-» ) 
2 


r ; onde sarà 
* % 


$1 — y/( I — ZI*)? * 2 Jfc* 

-^(ì— n'i'f « «*) 


facendo — ^ - 1 — =* fc . Sarà qwadi 

n 


— -—j* cos. a k x <xté .2 e ““af eoa. 3$ ■+&e. > 


i-t/z.coe. p I ”'»*) 

Moltiplicando per rf*, ed integrando si otterrà 


« cZ é 

r ‘ r -r * <*>#•• 


j-wcos.* 


V(* 


i $ , a** sF _ # , 

-“^\^-ajfe ee/2.^-+ op-. «yee/».3£-*'&o*| 


sara 


Ed il valore di questo integrale tra i limiti p = o a <p = sr 

T ' 

Vi **"«*>’ 


xix. 

Ci sia permesso di osservare qui di passaggio che il metodo 
con cui abbiamo nel numero precedente determinate le costanti A* 
Ai può applicarsi alla integrazione delle Equazioni a differenze 
Avite in un aodo più- dirette di' quelita- che comunemente si pra- 
tica . Sia infatti proposta la Equazione lineare del secondo ordine 
> 

1 

y*-+A y,_ t ■+ B y,. t =o 
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•ve A, B siano costanti. Facendo successivamente «sk 8» 5,4 &o* 
avremo questa serie di Equazioni 



J'.-* A_y.H-Bjy.sio 
)j 4 A_y , h- B_y ,=o 
< y 4 H ‘ A\y,-*-B^.=o 


_y , '-»• A _y , _ , '■+ B y „ _ a = o 

Ed è chiaro che otterremo l’integrale primo della proposta 
se col mezzo di esso potremo eliminare tutte le quantità y 0 , y ti 
.y, : . . • y »-»a y*-x,y» ad eccezione delle due prime, e delle 
due ultime. Per questo oggetto alla prima delle Equazioni (A) 

aggiungasi la seoonda moltiplicata per — a la terza moltiplicata per 

» la quarta moltiplicata per — — - , e così in seguito fino all* ul- 
-» t* 

tima, ed avremo 

A-t- 2 J %.-t-jr J I •+— 5 1 -*A. -+ i|-4- =^I ■+ j 

* J ' y \ t t\ t i*i t'i t 

+ ■-L.y—i. , A t — S, A?^ y, _ 0 

f~*ì t t') t' -> } * J ** — 

Se adesso facciamo 

£ * h- At h* B = o 

% sia t* una radice di questa Equazione, sarà l’Integrale cercato 
?» h- | £' h- a| y, h- |( A H-*2)jy, *+ Bjf. *= © 
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Se chiamiamo t" la seconda radice della Equazione 

t' ■+ Af ■+ B = o 
B 

avremo A ■+ t' — — ( ;B = t i » A — = — * £ » c 1* integrale 
primo sarà più semplicemente così espresso 

Cangiando t' in t" avremo 1* altro Integrale primo 

y » - *' :y*- . = (y«;- *>.) 

Ed eliminando da questi Vy otterremo l’integrale secondo 


dC 


_ y*-t" y % , x JrOo 
* ** — £' 


t - t 


Se le due radici f\ f" sono eguali i due Integrali primi essendo 
affatto simili, non si può da essi eliminare y x _ t . Riprendiamo 
il caso generale , e sia t" = ? -+• «i i due Integrali primi di- 
venteranno 

y x — ( ? -+ » ) y x - , = [jf, — ( £* “*■ £"“* 

jf.- = ( y. - o.) 1 1' - - ( *- i) • ?— 

^ aC ~ 8 ) -t- &C. | 

* J 

j e sottraendo l’uno dall’altro^ e dividendo per w, avremo 
y x - x —y 0 S x ~ l -+■ | y, — £'y , j j(a? — ì) t' J, ~ 1 ~ 1 ^ a? --- « -4- &c. 

c ponendo *■+ ì la luogo di # 

» ( f T? |A 1 

y**= y*t ,x -*• (y,~~t yj) \xt'*- l -+ x — — « r’* - * .+ &c« t 

( a ) 
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Il quale sotto altra forma, rappresenta l’Integrale della proposta. 
Quando t' = t " , è « = o; dunque; in questo caso 


y x = y. t" ■+ x(y t — t'y 0 ). r 

E inutile avvertire che lo stesso metodo si applica senza eccezione 
a tutte le Equazioni lineari di qualunque ordine a coefficienti 
costanti . 

Qualohè volta può questo metodo stesso applicarsi ancora a 
quel genere di Equazioni che comprendono le differenze parziali 
finite, ed infinitesime di una funzione rapporto a due distinte va- 
riabili ; Equazioni che il primo ha trattate con dottissima analisi 
il Sig. Paoli, e delle quali ha mostrati i moltiplici, ed importan- 
tissimi usi nel Calcolo Integrale. Sia proposta la Equazione 




= A, z„ 


— A, C, 


d z, 
dy 


d z,. 

dy 


« facendovi successivamente » = o, i » a , 3 , &c. avremo questa 
eerie di Equazioni 


2, " Ay . Z , A y 

Z% "— A y • Z I ^ A, 

Zj — A, . 2, Ay 

JE »4 — Ay . 2, -+■ Ay 



dZp __ « da, 

‘ dy * dy 
d z t __ r dz, 

* d>~ ^ dy 

dg, _ p d g, 

* dy dy 


o 


o 


o 



d g } 
dy 



Ay • 2* 

5 



dz x p d 

d y W * ~dy 
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Se alla prima di qaeite Equazioni aggiungeremo la secofle 
da moltiplicata per t , la terza moltiplicata per t‘j la quarta 
moltìplioata per V , e cogl seguitando fino all’ ultima, avremo la 
Equazione 

— A, .s.-*- + *»t (» — A, . f) 

■+ Zit* (1 — Ay t) &c. 
d z, 


— G 


d y 


(„ A, f) -C,^. »(»- A,f) -C, ^ (»-A, ')-««>• 


f*”' Z„ 


..-tv- 1^=0 


Facciamo 1 — A , . t = o ; onde ( «= ; e sostituendo questo va- 


lore, ri evr* 


Z* n dz„ 1 

y • ' ' » ~ ^ A S Z p C j, — . — * O 

ove z 0 è una funzione arbitraria di y . Integrando questa Equa- 
zione dìfièrenziale lineare del primo ordine, si avrà 


fi? 

J Cjr 


r d y 

-fc- , I 

*9 r 


*„, = e ' " y ^ M ■+[ A; j 

ove M è una costante introdotta dalla Integrazione , e cbe sarà 
una funzione di x. Pertanto, facendo per maggior semplicità 


CAl 

~~ Jg t 1 / 

'• cr,( 


d g„ 

dy 


2, 


) = F 


y 
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essendo Ty una funzione arbitrari* diy , e ponendo M=Y fc, sarà 
ancora 

rii fi* 

Jc, f J c, 

J&'dy Vy •** x. e 

la qnale Equazione rappresenta il completo integrale della proposta, 
perchè comprende le dite funzioni arbitrarie F y^Y x* 

Il metodo di cui ci siamo prevalsi per la integrazione delia 
Equazione 

. — A -—A f* ^ Z * -+ C d z^, 

non è per altro il solo ohe pnò condurre all’ ottenuto completo in- 
tegrale. Ed infatti la proposta può mettersi sotto la forma 



Pertanto se faremo 



sant 

»*+« — A y u„ 

E quindi la completa evoluzione della proposta è ridotta a di- 
pendere da una Equazione differenziale ordinaria, e da una Equa- 
zione a differenze finite. 
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XX. 


Dopo questa digressione , alla quale ci ha condotti il me* 
todo con cui abbiamo determinate la costanti A, A, nella serie 

1 = A — A, cos,<p •+ A cos. 2 o - A, cos, 5<p •+ &e. 

ì -+ n cos. <p 

allorché i coefficienti A, A,, A,, &o. dipendevano da una Equa- 
zione a differenze finite, riprendiamo la funzione 1 

1 n cos . p 

e vediamo di svilupparla in una serie ordinata per i coseni degli 
Archi moltiplici , prevalendoci del solo Calcolo differenziale , ap- 
punto come abbiamo fatto per la funzione log. (i -+« cos. p).(xiv) 

Consideriamo a tale oggetto la formula - alla quale 

m -+ cos. p 

si riduce agevolmente la proposta ; e facendo z = * 

ni •+ cos. Q 

facilmente avremo differenziando 


z = 


m -+■ cos. <f> 


d 1 z\ _ a h* m cos. <p - (eoa <p)* 


( — ) = 
\d pv 


(ffl ■+ cos. <p)* 


(*-£) = - 1 

\d m J (in -+■ cos. <p) 1 

(—) = 

\cf m 


( ni -+■ cos. <p )* 
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Ed alla somma delle due prime di 

gendo la terza moltiplicata per — 3 m 9 

m* — ì A _ 

per 9 otterremo la Equazione 


queste Equazioni aggiun- 
e Ja quarta moltiplicata 


(E) .... (za* — 1 ) 



+ 3b 



Facciamo ora come sopra 


o 


* ( m ■+ COS. p ) “ A ^ A, COS. ?4A S COS. 2f4. 

e sostituendo nella Equazione ( E ) in luogo di z questa serie , e 

facendo = o separatamente i «©efficienti dei diversi coseni, si avrà 
per determinare A z 


d* A, _ 5 m d A, _ ì -a? 1 

dm* ì-za* dm ì-m* 
di cui 1* Integrale facilmente trovasi essere 


A, » 


ed avremo anche 


(m 




A = 


V(m*-i) 


Sostituendo questi valori nella serie che abbiamo scelta per 

ì 


z — 


m H- cos . 


, si avrà 
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m + cos.p il 

■+ , t ) [{<?.(»* H * c'. (»-V(*»*-0)}«w.*‘ 

* 4 - y(a»*-l-)}' - 4 - C',(/ 7 Z -y^OT 1 - I))* J CÓS. S P 

■+ c x ( m -+ ^(«*-1) )* h- c' x (at-y (ro*-t ) )'] cor. a? £ -+■ Jce- . j 

Per determinare le quantità e, e* , c, c,, c, . . . c 1 , cj, c\ &o. 
ohe sono tutte arbitrarie introdotte dalla Integrazione* tacciarne 

in questa Equazione m = JL , ed avremo riducendo 

n 

1 #» t » 1 


1 -+ncós.$ Vii—n*) n 

»7!r=F, 

/* ■+v'(i— a*)Y . /i “ Vft-B’lv) - T 

n j ’ +c * ( ^ cos. 

Questa Equazione dovrà ridursi identica se «“o; sarà dun- 
que e o, ed inoltre dovranno esser nulle tutte le quantità c, , 
c *9 c j . . . &c. per motivo della n nel denominatore; e sarà anche 
e “ 1 * -P rcv i e queste determinazioni , sarà 

l _ 1 

«H-C05. 9 "* (i ■+c;(tB- V(ro l -i))-cos.^ 

ci ( w— V ( «*— i))’ cos. a p . . . . -+ c; (.jn — V ( w*"“i ))* cos. a? f -+ &o; 


Facciamo adesso 


m — V ( 1)=»^ 
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t saia 172=- ; sostituendo questi valori, e moltiplicando per 


a y 


V(«*— l), si avrà trasportando nel primo membro l’unità 


y -*• cos. _ 
3f*-**aycos. *•+ 1 


_r r 

C ( Cj 

—cos. t — — y cos, a * 


c c 

— ^ cos, 3 f . ... s 2 - y r “ l co«. ; 

a ^ a 


e posto * =* o 

* c*. 

t-*jr “ a 



= i — y-+y* - &0. . . . *=y*-' =* &o. 

onde c\ = ±= a , ove il segno superiore dovrà prendersi se * è pari 
e l’ inferiore se oc è dispari « 9 

Quindi sostituendo, e conservando ad il valore convenuto, 
ri avrà 


ì 

m ■+ cos. p 



— 2 y % cos. 5 


i — 2,y cos. cos. a * 


** a y* 


CQs.aj^^&o 



1 1— JCOS. 0 

V (ss , —i ) ì y cos. * 

purché nella evoluzione di questa frazione per le potenze di 
cos. e» sì pongano gli esponenti di questa quantità come multipli 
dell' arco p . 

xxt. 

Potremo adesso con somma facilità svolgere in una serie or di- 
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nata per i coseni degli archi moltiplioi una potenza qualunque 


di 


m -+ cos. p 
1 


. Abbiamo infatti 


(m^COS. p)*"~ 1.2.3. . .( 12 — 1) TO H- cos. » 

dm* 

dove prenderemo il segno positivo se n è pari , ed il negativo se n 


è dispari. Ed essendo ±= a 


i) y 

V(m'— i) 


il termine generale 


dello sviluppo di 


OT-t-COS.$, 


chiamando B* quello della funzio- 


ne 


(m-hcos. p )’ 


B, = •+ 


, sarà, nel caso di n pari 

d' (<”-V(« a ~i))* 


1.2.... (n-i) 


Vlm 1 -!) 


d m* 


è nel caso di n dispari 

B = =f ' a d- 

1 . 2 . . .. (tz — 1 ) VItj£—i) 

dm* 

Ove il segno superiore converrà ad x pari, e T inferiore ad 
x dispari. 

Avendosi parimente integrando da f =0 fino a p = x 


k 


dy 


m- j rcos.p v/(m a -i) 
sarà tra i limiti stessi 
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Ove il segno superiore conviene ad n pari, e V inferiore ad 
n dispari . 

Questi risultati sono di poca utilità sotto questa forma, spe- 
cialmente se n è un numero un poco elevato; ma vedremo in se- 
guito il modo di ottenerli sotto un più comodo aspetto. 


XXII. 


Noi ci siamo fino ad ora occupati della evoluzione in serie 
per i coseni degli archi multipli di <f> di alcune delle più sem- 
plici funzioni comprese nella forma generale F ( ni -+ cos. p ) . Ma 
se vorremo esaminare con maggior generalità la naturi dei proble- 
mi che ci occupano, consideriamo la funzione F (mn-cos . *), e 
proponiamoci di svolgerla in serie per i coseni degli archi 
moltiplici . 

Noi abbiamo, come è noto 


cos. <p 


9 V— 1 — 9 v'— i 

e -t- e 


2 


Quindi, se per maggior semplicità faremo e 


9 y/-t 


— a , si avrà 


cos. <P = 2 ;(ci-+ — ) 

e la funzione P ( m -h cos. p ) diverrà F ^ -4- ^ (a •+ — ) 
la quale dovrà svolgersi in una serie ordinata per le quantità 


a -+ — , o* 

a 


&c. 
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Abbiamo per il Teorema di Taylor 
F (m-+£(a+ =F/tz- 4- (a+ ^-)F'/BH-i(a 


t , i » F "m 

75 ( a - a) — 


i.\* F'm 
a ) * 2 * 


!»(*) 




-T-T— 

d* F* 

ove F (,) 772 indica la quantità — • Nel cas0 di 72 pari il bi- 

1 " 

nomio (a -+• — ) conterrà un termioe medio indipendente da a ; e 
sarà questo termine medio 


n(n — 1 ; (72 — a) 


n 2 
2 


1.2.3...... 2 


Ed in questo caso medesimo, i termini equidistanti dal medio 
contenendo le medesime potenze di a . e di - moltiplicate per uno 

X 9 

stesso coefficiente , sarà il termine generale dello sviluppo di (a ■+ ”) 
ordinato per le quantità a 


- , a* •+ & 0. della forma 

a 9 a* 


72 ( /» — ; i)(7i~a)...;.(n — &•+ 1 ) 

a . 3 . 4 h 

Nel caso poi di n dispari, questo termine generale sarà della for- 
ma stessa, ma nel totale sviluppo mancherà il termine medio. indi- 
pendente da a. 
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Con queste riflessioni, potremo molto semplicemente ordinare 
la serie. 


f(® - 4(0-4-)) = F ( OT - (o-^-). S^. 


i(« 


F"« 

a; a* 


a 


.3 ( fl tt) 


i* 3 F" m 


+• &c. 


per le quantità a -+• , a 1 -t- ^ , a* &o. E Supponendo 

F(oj-4(a-j-)=A-4A,(o-i)-4A, (a--^) 


• * • — 4 ( &* — a < ) — . • . . 


Facilmente troveremo che i coefficienti A, A,, A A x sono 

determinati dalle seguenti Equazioni 

A=F„-g^- « Il ^ > F’ 7 '” - » V™* . 

a* a* a* a 1 . 3 * a 4 a* . 3* . 4* * a» *** 

A, - ^ Fot. F 'm 1 F»' m 1 IVw m 

a a a al a*. 3 a* *^73^74 a? 

A a _ ! Fot 1 F /f ot 1 F"ot 

a 2 a* a . 3 * a 4 ^ a'. 3.4 * “a 4- “* 

(K)...^i = _L 1 !!^ h- 1 F>r/ ” . 

a a. 3 a» a. 3 . 4 ’ a * 


A, _ 1 F* 

a a . 3 . . . x a* 


1 F 

a . 3 . . . (*■**) a*"* -1 
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XXIII. 


Queste serie possono facilmente verificarsi, facendo attenzione 
ad una legge generale die regna tra i coefficienti Aj A,, A t Mi A, ► 
Avendosi infatti 


è(a + -^-))= A-+J(a -+~) A, ■+ £(a* -*• ~)A,h- 




e • • e • 


sarà , differenziando rapporto ad a 


£( a "~<r) p '0’ , '* 4(a '"‘ìr ) ) 






T) a, 



ma si ha ancora 

F ( m + i {<*-* •—)) = 


a 

ri m 


1 d A, 


\ . dA, 

-+• ; &o. 


■* ì ( a '‘" 


a'/ d m 


dA x • 

4- &c. 


Quindi sostituendo nella formula precedente questo valore di 
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K^w- 4-J (« -4* otterremo la Equazione 

i (* -t) Ai - T (•*-■?) A ‘ + Ì C«‘- i) A, ...... 

- T (“' “ £) A ' - 

= * (**■ 3 + i ( aH - r}inr-* 4 - ^-) inr 

* 4 ~-p)int + &0 -\ 

osserviamo adesso clie qualunque sia n abbiamo \ 

(•'-*?) (°-i) ^ - (° M - s^) 

e facilmente vedremo che la nostra Equazione si trasformerà nella 
seguente 

( a - i) A ^ * (° ,_ *) A * " 3 (“’ - ?) A - 

H- x ^a'— A, &o. 


H-(tf-M)(a'+' — A I4 , -+ & c . 

<2 A, 


• (-*) *) } 3 è- 


*{ *■" -;=) 


| dm dm 
d A, dA, 


8cc. 


' !-♦* 


d m 


d a 


&a 
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Confrontando adèsso i coefficiènti delle quantità a — , 


a * — — ; , &c. otterremo 

Ch 


2 ( x ■+ 1 ) A^ 1 = 


d A* dA, 


<2 /72 


a m 


Equazione alla quale soddisfaranno le serie (K) ohe nel precedente 
articolo abbiamo ottenute (xxn). 


XXIV. 


Ha se vorremo conoscere più da vicino la natura delle quan- 
tità A, A,, A 2 . . ... . . . A', , ovvero delie serie (K) c'Ke le 
rappresentano, e la scambievole loro dipendenza , prendiamo a 
considerare la serie infinita 


3= F 


m 




m 


y * F ll jn y * 


F 


2 * 3 4 

y 

a* . 3* . A* 


2 1 . 3 1 

pi**) 


2 b 


&c. 


Se la confronteremo con la prima della serie (K) , vedremo che nel 
caso di y ^ 1 , sarà z == A. Differenziando il valore generale di 
3 rapporto ad y , avremo 


( d z \ F "m y F Iy m V; v m 

Se vi faremo ,y — i , e paragoneremo il resultato con la seconda 
delle sèrie (K), troveremo 


( d Z ) = J_ d A » 
[dyj 2 * dm 
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A - = a ’ r( J djr) d w 

purché si faccia y = i, dopo le differenziazioni. Con questa 
desiina condizione si avrà 



) 


= 4 


W y m i F"m 


F™'/» 


a 4 


a .5 a 4 a* 3 . 4 
ì d* A* 


a J d ot 4 


/d» 

Wv 3 • 


F" 


772 


F™ r m 


3 * 


a 0 


a . 3 . 4 a" 


e generalmente, nel caso di y — 1 , 

' fd^zA^ ì d* A 

Vd^y 

,e quiiuli 




dm* 


A* = a M f* { d ra* 

\d r) 


ì d* A, 


a 4 dm* 


Pertanto tutto consisterà nella ricerca della somma della serie 


F* m y' F lv m 

a = -- — ? 


me- 
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XXV. 

Abbiamo trovato ohe il primo termine A è determinato dalla 

«erie 

A ^ t i F ,r « i 

A = Fot -+• - F ot . — — *■ - ■ . — 7— 

a a* a 4 a* . 3* a 4 


Da questa espressione , immediatamente otterremo gli Integrali de* 
finiti di nna qualsivoglia potenza del coseno . Abbiamo infatti 3 in- 
tegrando tra i limiti p — o, 

^ _J" F (ot co&. p) d$ 


ovvero 


A = Vm-+fcos. p.dp. Fm -*■ jSSSl*lAL . Tm 

•+ fSSSìi ? ÌJl± . p - m -+ & 0 . 

ove gli integrali devono essere estesi da Q — o fino a Q = r . Con- 
frontando questo valore di A col precedente 9 sarà , s e h b pari 

n va =* ) 

f(cos. p) d p 


* 2 t 3 9 i • • j 


e se A è impari 


/ cos. q* d $ =■ o 

con questi resultati , più facilmente giungeremo alle proprietà della 


sene 


^ a* a* 


F (ti) OT 


a* . 3' ....A* ’ a** 


&c. 
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dalla quale dipendono tutti i coeffioienti A, A,, A, A, 

della espressione 

F (jb *+■ cos. = A -+• A, cos. <p -+• A, cos. 2 <f> *+ . . . . -+ A, cos. a? p 


XXVI. 

Ed infatti, abbiamo primieramente 

F («a ■+ w cos. <p) = l?m-+u cos. <p . F'« -*■ ?*■ c0 * > F' 

2 

-*• F"ot -4- &o. 

2 . 3 


« 


moltiplicando per d<p 9 od integrando tra i limiti <p> = o 
terrà, dividendo per r 

/ F {m -+u cos. <p ) d p F" m 

— F m -+ u 1 . — -+ — . 


, £ = T 8Ì Ot- 


a 4 x 





&o. 


u 




a *.3 ... h* 


F »*>« 

"F“ - 


ciò è facendo u=s ^ y 

( Fm -+ y/ y . cos. Q ) f* w v 1 F"ot 

U^ = F»I4 V H- — . 

** 2 * a* a 4 


a 


.y* 

** a*. 3\...h' * ^ 

la quale infinita serie è identioa con quella cbe esprime il valore 
di z. Sarà pertanto 
7 


\ 

\ 
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/F(»t4 y/J_ . CÒV. 9 ) 
ir 


integrando ai solito tra i limiti p=o, Q = t. 

Ottenuto il valore di s, facilmente avremo quello del termine 
generale A, della serie che esprime la funzione F (m -+cos.<p) svolta 
per i coseni degli archi moltiplici . Abbiamo infatti veduto es- 
sere (xxiv). 



parche si faccia 3^ = 1 dopo le differenziazioni. Sostituendovi in 
luogo di z il suo valore , sarà anche 


A* = 




r 


dm 


'/(£ì 


(m -+ \f y . cos. $ ) 


dy* 


) 


d <p 


Ciò è per l’indipendenza delle variabili 



^ d* . f x dm*/T( m -¥ sf y . cos. <p ) d <p 

ì dy x 


ove l s integrale f F( m -+ \/ y . cos. p) deve prendersi tra i limiti 
<£> = o , <p = T, e dove deve essere supposto y = l , dopo eseguite 
le differenziazioni rapporto ad esso. 

Vedesi dunque che tutti i coefficienti A, A,, A Z ...A X dipen- 
dono da uno stesso integrale definito, e che gli uni dagli altri 
differiscono per le integrazioni c differenziazioni che sopra di que- 
sto conviene eseguire rapporto a due distinte variabili . 

XXII. 


Noi potremo avere il valore del termine generale A, anche 
sotto una più semplice forma. A tale oggetto riprendiamo le due 
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liquazioni 

A. - *"• fd'm- 


= /- 


dy x 

F ( m -4- V y . cos p )-dp 


poi avremo differenziando rapporto ad y questo valore di 

[ d z \ 1 rcos.p . d p F‘ ( m j .y cos. 9 ) 

dy ) ~~ 2 V y J r 

moltiplicando per c?/n, ed integrando rapporto a dm, si avrà, os- 
servando ohe l’indipendenza delle variabili permette di posporre 
i segni sommatorj 

rf dz \ i - co». cos. » ) 

\ dy ) m ~~‘2 V y J r " 

Ma nel caso di y= 1 9 abbiamo 

A '= a ' fdm (-§r) 

k 

Quindi sarà 

/ cos. p. d pF ( m-b cos. <p) 

V 

Differenziando adesso rapporto aderii valore di J ' ^ Z - 
avremo 

dm=s J7? I fcòs7p*»d F Uh- V y.cos p ) 

— /cos. $.d*F(raH-v' y . cos. o ) | 
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ma tra i limiti f = 0 , t, li sia 

fcos.P.dPF( OT- 4 -V.y •cos.p) sss \/ y f sen. | , •d♦F'(ffl 4 ^ ) y.cos.^ ) 
onde sostituendo, si avrà 

f ( dm= - 2 — / { cosTp^Ten . <P 2 } c IP . F' (*»-*- V J . COS.P ) 

\dy'/ 4 ry 


— — - — f cos. 2 P.dp.F' (m-+\/ y.cos.Q ) 

4 *y 

ed integrando rapporto ad m 

p(- ~ - d m z = — - — f cos. 2 p.dP.F (m V ’ y. cos. p ) 

\ dy* / i\ry 

ma, facendo y — i dopo le differenziazioni, si ha « 

a.— /a* (.*£.) 

Quindi sarà 


^ _ a y* cos. 2 p . F ( m -+ cns: <, ^ 

T 

Avremo nella stessa maniera differenziando rapporto ad y il 
valore ottenuto di /* 2 ( — - \ dm\ 

\ d y‘ ) 


/ 


r^v«-=- 

\dy < ) 4 t 


/ 


4*\n a. Vy 


cos.Q.cos. 2 Q.d$F'(m-*-V y. cos.Q) 


ì 


— — / cos- a p F ( m \/ y . cos. * ) 

wV 3 


ma abbiamo tra i limiti P = o, p = sr 
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f cos. a p ,d*V (m-b V y . cos. p ) 

V y 

f sen. p. sen. a P .d<f> F Vy . cos.*) 

Quindi sostituendo 

dm ’ = 87^ / ( C0> - ' «*• •* 

— sen. 4> sen* a p)dp. F'( m -*• V y. cos. p) 

ossia 

/ f^-^) d m*= f cos. 3* .dpV(m-+\ty . cos.* ) 

ydy’J ovyì 

ed integrando rapporto ad m 

f (^L^\dm}= -ò—^r f cos.3p.dp .1? (m -+y/ y.cos.*) 

Wv 8ry§ ' 

nel caso di y = i , si ha 

A, = a 4 f l ( dm * 

Wv 

onde ancora 

^ 3 j' cos. 3 <p.d p.T?( ro -*• cos. *) 

T 

eoaì seguitando, dedurremo generalmente 

j. cos.xP .d p .T? (rn + cos.*) 

v 

prendendo l'integrale da * o fino a P = » 
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XXVIII. 


Questo resultato è generale, e per convincersene maggiormen- 
te, supponghiamo che siasi ottenuto 

f { d m h — 1 -, f cos.hp . F (m V y . co$. p ) 

\dy>) a *.r/ 3 

Avremo differenziando rapporto ad y 

f ^ dm b = — - -4 - 1 | / co8. h p . cos . * .F' ( m-+V y . cos.*) dp 

yf ^ y a ^ 


x 


y/y 


f cos. hP.d*F (-+ */ y. cos . * ) 


Ma tra i limiti p—o ,♦=*•, abbiamo 

fcos.h<p.dQ.F(m-+ V y.cos.p ) 


__ V y 


f sen <p.$en.h<p.F\tJi-± \/ ycos.Q )dp 


onde sostituendo 


/ d m h =i — — 1— ~ \ f { cos. <p. cos. h $ 

J Wy 1 J a*-ry 5 \ J v 

/ 

— sen.^.sen. A <p)d<p.F'( /a -e V y.cos. p ) j 

_ ^ co$.(A-*.i)P*cJp.F' ( m h- V y .cos.ip ) 

a .x.j^ 
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ed integrando rapporto ad m 

cos.(h + 1 Ìp.dpV^m + y/ y .cos.p ) 

J \d^) dm ~ J 

Pertanto questa formula verificandosi di ordine in ordine, ri- 
mane completamente dimostrata. 

XXIX. 

La formula A, = a + potre bbe au- 

X 

che ricavarsi da una semplicissima considerazione. 

Abbiamo infatti 

P( m .+ cos.p) — A h- A, cos. p -+ A, cos. 2 p •+ A 3 cos. 3p .+ . . . 

*+ A* cos. x p ■+ . . . 

Moltiplicando per cos. x p , ed integrando tra i limiti p = o,p = r 9 
si otterrà la quantità f cos.a;<>.F( m- J r cos. p)dp espressa per una 
serie di termini della forma 

A* f cos. x p . cos. hp.dp 

ma si ha , 

A A . cos. ( x -t- h ) p ■+ cos. (x — h)p 

cos. x p . cos. h P — ' j Li 

v 

Quindi questo termine generale farà 

^ ( seti. ( x- + h) p sen. (x—h)p ì 
b { x-+h x — h $ 

Se adesso prenderemo questa quantità nei limiti convenuti , i 
termini tra le parentesi saranno sempre = 0 , meno nel termine 
della serie ove x — h. Per questo caso infatti esiste il termine 

sen.{x—h)p 
x— h 
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/ 


il quale sebbene sia -2. allorché x = h% pure ha un valore deter- 
minato, che trovasi con il conosciuto metodo essere “ p ; quindi 
nel osso nostro diverrà il solo termine che nella serie non si annulla 



Sarà dunque 


ossia 


f cos.hp .1? (m -*.cos.p)dp = ~ A* 

2 


^ __ 0 y cos. h p F ( m -+ cos. p ) d p 


XXX. 


\ Nel cercare le evoluzioni delle formule log. ( ai -4- cos. p)d p 

— - &c. siamo sul principio di queste ricerohe pervenuti ad 

m -+ cos. p, 

assegnare per i termini generali dei respettivi sviluppi altrettante 
Equazioni differenziali da cui dipendono. Per tanto a queste Equa- 
zioni dovranno sodisfare questi termini generali sotto la forma qui 
sopra assegnata, ossia sotto la forma d’integrale definito. 

Per vederne qualche esempio, consideriamo la Equazione 

iti .+ _!L iti — A„ = o 

d m z ni 1 — ì dm m 1 — ì 

che rappresenta il termine generale A„ dello sviluppo di 

log . ( m -+ cos. p ) . A quella Equazione dovrà per tanto sodisfare 

A, = — f cos xp.dp log . ( m -+ cos p) 

Abbiamo infatti, integrando per parti 
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sen. x plog. (m h- cos. <p)+ JL f x £ . ^ ^ 

a? m -t- cos. p r 


quantità, olio dovendo esser presa tra i limiti p =0,^=* si riduce 
manifestamente alla più semplice forma 




sen. <p . sen. x <p 
m -¥cos.p 


dp 


e nuovamente integrando per parti, si avrà 

A, Ir VI COS. <fr -+ I . 

=— f cos . xp. Z d p 

x (m -t* cos. <py 


ossia 


A — 3 r™. ~ 171 cos. p -f t , 

m ■ — ■* / COS* OC (h — — ■■ ■■ 


— ■* y* coj* x ^ 

T.a?* (ex -+ cos p) 

Parimente avremo 


d A„ 
dm 



r 


d p . cos. x p 
m •+ cos' p 


3 j. d p. cos.x p (/n-». cos. P) 
T ( m -+ cos. p )* 


d' K 

d m* 



d p . cos. x p 
(/»H- COS.py 


E sostituendo nella proposta questi valori, si perverrà ad un 
resultato identico. 

Abbiamo di sopra trovato (xxm) che tra i coefficienti dei co- 
seni degli arehi moltiplici ha generalmente luogo la Equazione 


9(#4l)#4aA rt = 


dA, 

d m 


d_A*+i 

dm 


Pertanto a questa Equazione dovrà sodisfare 


A» ~~~~ f -cos. x p » d p .V ( m cos. p^f 

8 
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Abbiamo infatti 

cioè integrando per parti 

A a sen.(x-+ i)p « , . 

= — . — . F (m -t-cos.p) 


x -+ 1 


n--i- . — — fsen. (x-+ i)p. san. p. F' (ai cos. a} <p 
v a?-n ry 

cbe per le condizioni si riduco 

A^, = -^-. -1- f sen.(x-+i).$. sen.p.dp.’F' (w-vcos.®) 

r o;-+-i J < 

Si ha inoltre 

- ^Al=3 f cos.x<t>.'F'(m-+cos. <p).d <p . 

2 d m J 

JL- ÌAììL —f cos.(x-+ 2 )^.F' (m -t-co*. ^).cf <p, 
a dm 

Quindi sostituendo questi valori nella proposta Equazione, avremo 
/F' (m-4-cos.O).d0 j a ,sert.(x-h 1 )Q.sen.Q — cos .xp -t-cos. (#4i). p j sso 

resultato identico, poiché si ha 

, . . COS. X Q~COS.(x-+2)Q 

senAx-+i)<p.sen.<p = 1 L*L 

2 

Potrebbesi ancora rappresentar F Integrale di questa Equa- 
zione, e di tutte quelle che svolgendo le funzioni log. (m-*- cos. p ) , 


m *+• cos. <p 


, &c. abbiamo ottenuto, prevalendoci della formula 


. a *' 1 ’ 1 ^ d* f x d m*fB (m -*• y/y . cos. Q}d<p ) 

a- ( d~y ) 
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ove 1’ Integrale /F (m -4. y y cos. p ) d p deve esser preso tra 
i limiti p =o,p = ir, e dove, eseguite le differenziazioni rapporto 
ad y deve supporsi y — l. Abbiamo infatti trovato (xxvi) questa 
espressione per il termine generale A, della serie 

F (to -+ cos. p)= A ■+ A, cos. $ -+- A* cos. a e ■+ -+• A, cos. x p -+• — .. 

Ed abbiamo successivamente (xxvn) dimostrata 1’ identità della 
formula 

a*"" ( d*/** dm* fV (m •+ y . cos. p) d t> £ 

~ ’ \ 

con 1* altra 

j'cos. #$.dg>.F(«*+ cos. e) 
prendendo 1* integrale da ? = o sino a f> = r. 

XXXI. 

Abbiamo pertanto dimostrato che data la formula F (oth.co«. <>) 
da svolgersi per i coseni degli archi moltiplici di p in modo che 
si abbia 

F cos.p) — Ah- A,cos.*-+ A, cos. a A, cos. x P *+.... 

il termine generale A* è rappresentato dalla Equazione 

A,= Jcos. xp.dp J?(m- J rcos.p ) 

integrando tra i convenuti limiti . Questo medesimo resultato si ot- 
terrà quando più generalmente prenderemo una funzione della forma 
F (m 9 p) da svolgersi in una serie analoga. Egli è facile infatti il 
convincersi che il ragionamento impiegato (xxix) per {assegnare il ter- 
mine generale dello sviluppo della funzione F (ot *+ cos. <p) è affatto 
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indipendente dalla indole di questa funzione stessa , c si applica 
a qualunque formula dipendente da <p . Se dunque faremo 

F(/n, p) = A ■+ A, cos. p ■+ A* cos. c P A, cos.xp-+ 

Sarà il termine generale A , assegnato dalla formula 

A, =— fdp. cos.a?p.F(m,p) 

r i ' ■» 

integrando tra i limiti p=o , $=t . 

Prima j er altro di applicar questo metodo a qualsivoglia fun- 
zione è necessario assicurarsi della possibilità di ridurla in una serie 
della forma assegnata; poiché, omettendo questa precauzione , si 
troverebbero spesso, per i coefficienti dei coseni degli archi multipli, 
valori infiniti, o imaginarj, appunto come accade nei casi in cui 
la serie di Taylor è in difetto. 


XXXII. 


Per dare un semplicissimo esempio di questo metodo, propon- 
ghiamoci di svolgere Parco p in una serie ordinata per i coseni 
degli archi moltiplici. Sarà F(ot, $)=-£, e quindi il termine ge- 
nerale A # sarà determinato dalla Equazione 


A*— ~fp»dp. cos. x p 

T ^ 


integrando tra i limiti stabiliti. Ora si ha 


r * sen. x p 1 f , 

J p a p . cos. x p f a p . scn. x P 

x xj 
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che per le condizioni si riduce ad 

fp.dp. cos. * p = — - fdp sen. x p = ( co* . x r — 1 ) 

sarà pertanto 

A„ = ( cos . » r — l ) 

Quindi apparisce che nei casi in cui sia x pari sarà sempre A,= o ; 
e se sarà x dispari = a n ■+ 1 , avremo 


^u-ti — 


— a* 


c(a/j-+- 1 )* 

Sostituendo questi valori nella serie 

p — A-*- A , cos. <p -+ A 2 cos. a p -+. N ..J 

otterremo immediatamente, osservando che A = — — = — , 

t a 

x 2V 1 , 1 „ 1 \ 

P = — ^COS. p H- — COS. 3 P H- *^g-COS. 5 p -V COS. 7 p 4-.....^ 

serie sommamente Osservabile, e convergentissima , poiché qualunque 
sia p , si ha sempre cos. h p c 1 . 

Facendovi 9 = o , otterremo 


ff 1 _ 1 t 1.1. 

a* F* 5* 7 * 9 * 

resultato che abbiamo per altra strada ottenuto (xvi) , e che Euler 
il primo riconobbe , deducendolo per induzione dalla decomposi* 
sione della formula e* — e - ** nei suoi infiniti fattori. 

Se in luogo della prima potenza dell’ arco p , si volesse la evoluzione 
di una qualunque potestà tu dell’arco stesso, in modo che fosse 1 
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■+A,co«.«p ; 


fia 

<p m — A-+A, cos.ip - 4 - A* cos. a $ 
si otterrebbe il termine generale A, dalla Equazione 

A„= f Q m d <p . cos. x <p 


purché le ^ntegrazioni si eseguiscano tra i limiti e =5 0 , «• = r. Ab- 
biamo integrando per parti 

r m J p"sen.xp m m(m—i 

fp dtp cos.x <p - — h — <P m ~' . cos. x <p - /p— * .dpcosxp 

dalla qual formula mediante le successive sostituzioni , troveremo 
nel caso di m pari 


_ /e** 

fp m dp.co$.xp=stn.xpl —- — — f 


m(m—i) (m— a) (m—3) 
x t 


pm—4 


— &C. ^ 


» » (4 f— , M( „-.XM- a )fa-S)( n ,-4) 


&c. 




• • • • 


p • zt 


m (m- 1) (m- 2) 3 . 3 


) 


ove il segno superiore conviene nel caso di — disparire l’inferiore 

dovrà preferirsi se — e pari. Prendendo ora questo integrale in- 
definito tra i limiti determinati P = o, p ~ t , avremo moltipli- 


cando per - 


T m ~* 


- «Lgl!-* _ «(«— i) (m-z) 

* j ( X x X * 

T m-g^^ Q +. m (b-i)(im) . . . . 5 . a j 


a?* 
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dove nel duplice segno premesso allo parentesi dovrà scegliersi il 
positivo se a? © pari, ed il negativo se x è ^impari. Questa espres- 
sione rappresenterà il valore del termine generale A, nella serie 

p" = A ■+ A, cos. p ■+ A* cos. a p -+ •+ A, eoa. x p ■+ ....... 

ed essendo A = f^~ ^ ~ tra * limiti p=o, p=r , sarà 

A = 


w-*- 1 


Pertanto sostituendo questi valori nella nostra serie, avremo 
p* — — - — . t" — a f mv m ~ * — m (m — 1) (m — al t " -4 

I» -+• 1 £ ' 1 

'■+ m (m— i) ( 772 — 2 ) (m—3) (m— 4) v m ~ e — &o. j cos. p 


m 


T ” * « (”»-») ("-a) ... 


a* a 4 

m Qa— t) (772—2) (ro— 3 ) (m— 4 ) 


&c. ^ eoa. a p 

_ m (m-i) On-a) 

J 3 * 3 4 


772 (ro— i) (in- a) (tm— 5) (m— 

3* 




cos. 3 p 


^ wfa-i) («-a) 

1 x' a 4 

" tezil < ro ~ s ) Ì2zl> x— - &c. ! co*. * p 

x 6 5 

=* & o. 
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Se in questa Equazione si farà P » o» e si ordinerà il resultato per le 
potenze di t , il che molto semplicemente potremo eseguire » essendo 
le simili potestà di ir tutte verticalmente disposte, e con lo stesso 
coefficiente in m, si avrà 


m-+t 


S ili i 

— aro t *- 1 <i — — 


5 ili ) 

■+ a ro (ro— 1) (m— a) . J 1 — — H- -fa -+ &c. .(B) 


—a m (m — i) (»*— 2) (ro— 3) («— 4) * a_< 



1 

3' 


1 

4*+' &c * 


6cc. 


Equazione che a priori dimostra le formule per induzione ottenute 
da Euler per la somma generale della serie infinita 


1 — 




1 

V 


& 0. 


(C) 


Se nella Equazione (B) si facesse m = a , avrebbe si 



Bisesti tuendo vi questo valore , e facendo quindi successivamente 
w — 4» 6, &c. si otterrà la somma della serie (C). 

Questi resultati appartengono al caso di m pari: se ne otter- 
rebbero dei simili se si fosse supposta m dispari; non oi tratter- 
remo a svilupparli , poiobè non presentano nessuna difficoltà . 


Digitized by {jOoq le 



XXXIII. 


65 


La generai funzione F.p, che abbiamo veduto (xxxi) potersi 
ridurre in serie ordinata per i coseni degli archi moltiplici, facil- 
mente potrà ancora svolgersi in una serie che proceda per i seni 
degli archi stessi. Ed in infatti se col segno £ A* . sen.h <P deno- 
teremo la quantità 

A, sen. p -+ A a sen. 2 p ■+ A * sen 3 p 

noi avremo 


F . <p = A £ A 4 sen. h p 


ove il primo termine A sarà sempre conosciuto , ed eguale a 
F . <p ove sia stato fatto p = o . Moltiplicando quella Equazione per 
sen. x p . d<p, ed integrando, si avrà 


sen. xp> dP.V.p — A. cos.xp -+ £. A b . J sen.hp. sen.xp, d <P . 

OC 


Se ora prenderemo questi integrali tra i limiti P=o ì P = tt 9 è fa- 
cile il vedere che in queste supposizioni sarà sempre 

f sen. hp .sen. x p . dp—o 

meno nel caso in cui sia h—x Si ha in questa circostanza 


y* (seni, x py . dp = ~ 

e quindi la quantità £. sen xp sen. hpdp si ridurrà al ter- 
mine unico — A*. 

2 

Per tanto apparisce che la Equazione 
f F . p . sen. x p dp — — — ■ A . cos. xp ■+• £ A * . f sen 7» . sen. x p. dp 

OC 

9 
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si trasformerà nell’altra 

. fsen. xp.dp, F . p=* ~ — co#. * •+ ~ • A # 

Quindi nel caso di x pari 

A, = — f sen.x$ . dp.V. p 

T 

* 

e nel caso di x dispari 

2 A 

A . = — f sen. xp.dp. F.p— 4 

T T# 

XXXIV. 

Riprendiamo l’ esempio superiore, e vogliasi- 1* arco P svolto in 
serie per i seni degli archi moltiplici . Facendo 

P = A ■+ A, sen. p ■+ A a se/z. a p A* se/z. a? £ “*■ ì 

sarà in primo luogo A=o. Avremo inoltre F.p = ^» e quindi 

A„r= —f.sen. x p.d p.l?p — — f p d p. sen. x p . 

T V 

integrando tra i limiti p — c , p = v . In queste supposizioni 9 
abbiamo 

ie 

fpdp. sen . x p = — — . cos. a? t 

vX? 

e pertanto 

A 2 

A x = . cos. x ir 

x 

cioè nel caso di x pari , A, = — — ; e nel caso di x dispari , 

x 

A x s* — . Sostituendo questi valori nella serie assegnata , otterremo 
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3 


3 


4 


3 

serie conosciuta. 


Se faremo <p 


v 

a" 


= al quadrante, si avrà 



t 

J 


1 

7 


& 0 . 


serie parimente nota, e di cui il primo inventore è Leibnitz. Se 
si volesse una qualsivoglia potenza dell’ arco svolta in una serie 
di questa forma , opereremo come abbiamo precedentemente fatto 
(xxxu) allorché la serie assegnata procedeva per i coseni, e gì un- 
geremo ad espressioni egualmente osservabili. 


XXXV. 


Con questo metodo stesso si potranno mettere in evidenza dei 
nuovi rapporti che passano tra le differenti funzioni del Circolo, 
dai quali rapporti vedremo discendere come casi particolari tutte 
quelle interessanti , e curiose espressioni ottenute per induzione 
dall illustre Euler per rappresentare in serie la Periferia circolare, 
e le relazioni ebe passano tra questa ed alcune sue determinate 
funzioni. Ad oggetto di evitare una soverchia complioazione ci li- 
miteremo ad indicare i resultati più generali, e più osservabili che 
derivano dal metodo usato, poiché la di lui uniformità ci dispensa 
dalle più particolari ricerche, alle quali ognuno potrà supplire. 

XXXVI. 

. Proponghiamoci primieramente di svolgere il seno deli’ arco <p 
in una serie ordinata per i coseni degli archi moltiplici . Ponghia- 
mo quindi come precedentemente 
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sen. p = A -*• A, cos. p +• A, cos. 2 <p •+ A, cos. 3 p A, cos. 
noi avremo (xxxi) 

A ,= — /* sen. p . cos. x p> . d p 

T 

integrando tra i limiti p = o, p = T. Abbiamo, come è noto, 

se/2.(tfH-t) p— sen.(x-- 1) p 
sen. p . cos. x p = 

e quindi anche 

2 fi sen. pcos . x p dp= — cos. (a?-n) P -** ~ ~ cos.(x 1) p 

e facilmente vedrassi ohe nelle condizioni stabilite si avrà nel caso 
di x pari 

r , “4 

2 J sen. p . cos . x p . a p = ■ * — — 

OC X 

e nel caso di x dispari 

2 f sen. p . cos. xp.dp~ o 

Quindi se a? è pari, avremo A* = — ’ e & x ® 

spari, sarà A x = o. Abbiamo inoltre 

sen <p.dp __ 2 

T * 

e quindi sostituendo si otterrà 

co * 6 »_ .... 

t t ( — i 4* — » 6* — 1 4/t— 1 ) 

resultato assai singolare. Ne dedurremo 


A = A 
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dalla qual serie ne deriveranno infinite altre tutte converge nti per 
calcolare il valore di v 9 poiché qualsivoglia valore abbia <p , è 
sempre cos.hp < 1 .Se faremo e = 90*, si ha 

T —2 _ l i 1 

4 a’-i *6~i 

Facendovi <p = 0, avremo 

1 1 1 1 

a a* — 1 4*— 1 6 4 — 1 


cioè aggiungendo con la precedente, otterremo’ 

1 1 1 l 


ir 

a* 


a 1 — 1 6 1 — 1 T^_i T4 1 - 1 


g=-, ■+ • •• 


serie convergentissima . 

Se nella serie ottenuta 


ili 1 

■ = »- H — * ■+• •• 

a a 1 — 1 4 1 — 1 6*—. 1 

trasporteremo nel primo membro prima un termine del secondo» 
quindi due, tre, &c., avremo riduoendo 



1 

*0 




* l -l (* -t-a) 1 — 1 
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La quale espressione , offrendo la somma di Una nuora serie, 
porge il modo di sommare un numero qualunque di termini della 
serie proposta 


1 

2 




1 

' • « 


Sottraendola infatti da questa, si avrà 


a? — a i i i i 

2 (a?— i) 2 1 — x 4*— t 6 — i (» — 2)* — i 

Si può verificare la serie trovata 


T— 2 1 1 I I 

— ■■■■■ ss —— 7— ■ — - 4 * » ■ ■ ■■■■ *** . ■ *■ -4 » • « 

4 2 1 — i 4* — 1 6*— i 8*—, i 

nella seguente maniera . Cerchiamo la somma tJ della serie 

rT tf*' x^' _ a?‘+ f a?* - " - 

a*-! 4 1 - i 6 l - t 8*—i 

noi avremo diflerenziando 


dU ^ ^ oc 4 ^ ^ 

da? 4— 1 6—1 8—i 


5ce.=xixarctaag.x 


i Quindi integrando 

U= e •+ f xdxara. fang. x 
ove e è una arbitraria. Noi abbiamo 


f xdx .arc.tang. x=i 


are. tang. 


i. r*ÈJL 

2 J 1 -+ X x 

i • s / -a? I da? 

= i sara J 


ed essendo 


a?* 


i -+. a?* 


i+r 


l-+a?* 


= a? — are . tang. x ; 
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cioè sostituendo 


7 * 


U=se-f ■ — i )are.tang.K— x 

2 s a 

ove la indeterminata e sarà = o 3 poiché U divien tale se a? = 
onde * 

TT^-( ai?1 *+ t )orc.tang.x — x a?» x J 

_ 1 ' " ■ 11 L * >■! ■ — ^ **4- «W 

a a*— i 4 *—i o—i 

Facendovi * = i, sarà are. tang.x=. 45 *= JL ; e quindi 

4 

* _ 1 i . 1 « 

4 a*— i 4 1 — i “ &c ' 

come sopra. 

XXXVII. 

Se per una maggior generalità ci proporremo di svolgere in 
SCrie per i coseni degli archi moltiplici di <p la funzione sen. n<p 9 
converrà far distinzione tra il caso di n pari, ed il caso di n di- 
spari. Sara infatti il termine generale della serie assegnata 

A — / sen.n<P.co$. xp.dQ, 

5T 

cioè effettuando la integrazione tra i limiti <p = o, <p=«* 

Supponghiamo adesso che sia n dispari . E' evidente che in tal 
oasoj se x sarà anch’esso dispari, avremo 

A, =55 o 
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7» 

© se » sarà pari 


A,= — 


4 n 


. r («*-«*) 


Ed avendosi inoltre 


A=— 1- /* <e/ 2 . n<p.d<p =. 


nv 

si avrà sostituendo questi valori nella espressione 

se/ 2 .np= A-+ A, cos. <pn- A t cos. a p A, cos. xp + . 
la seguente osservabile relazione per il caso di n dispari : 

a 4 « / cos. a p così 4 P cos. 6 p 


sen 


n( p_ 3 / c os.ap 

ut t ' a 1 -/»* 


4*- u* 


6 *-«* 


•• } 


Facendosi p = o, avrassi 

1 i l i . . 

an l a 1 4* -n* 6 l - u* 

serie cbe si converte nella precedente (xxxvi), facendovi u = i. 


£e nella espressione ottenuta per sen.n p faremo p = - T si avrà 

a 




&c. 


) 


ma si ha sen. «r = ^ 1 , ove il segno supériore ha luogo quan* 

do, essendo per supposizione n dispari, cioè della forma ai-Mj 
8 arà h un numero pari, ed il segno inferiore deve scegliersi se h 
è dispari . Con questa osservazione , sarà 


a 

;*=*■ = — 

n 



1 


4 1 - n x 


1 


6 l - 


&c. X 

nr * 
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U 008© precedenti appartengono aT caso di n dìspari Vedia- 
mo adesso il caso di n pari. A tale oggetto riprendiamo il gene- 
rai valore di A, , che abbiamo veduto essere. 


{«>»-(*— «) 1 —» } 

Egli è chiaro che essendo ti pi ri , tutte le volte che sarà tale, 
ancora la x t avremo 

A x o 

e nel caso di x dispari, sarà 


A,=~ 


t(x 1 — n 2 ) 

Sarà inoltre il primo termine A determinato dalla Equazione 

1 

A b — j' sen. nQ.de 


che nel caso di n pari è =■ o • Sostituendo questi valori nella serie 
6en.nQ=* A -4- A, cos. *-»- A a cos. a e -+ A } cos. 3 $-+.... 
ei avrà immediatamente 


„„ „ . 4 nffos. f 

se/x. n Q « — — - \ 

t (i-n* 


cos. 3 


cos. 5 


3 5 ‘-n* 


&c. 


Se da questa formula generale si volesse passare a quella in 
cui n = o, si avrebbe primieramente 


sen 


nP 4 \ eoe » cos.3p cos.Sp ^ 1 

i r / ì -n* ’+ò' — n* 5 1 — n* " + ^ 

nel caso di fiso, si troverà col conosciuto metodo che la frazione 

^f n ’ w 5 diyiene P\ quindi si otterrebbe 

a 

10 
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Resultato differente da quello precedentemente ottenuto ( xxxii ) 
JLa causa di una tal diversità si riscontra nei primo termine A, 
il di coi valore abbiamo veduto essere 

psen.np.dP 1 f cos.nr- 1 

~~J r ~~ n\ t 

Quantità che non è =o allorché n=o\ ed il di lei numeratore 
annullandosi contemporaneamente al denominatore , ne troveremo 
il valore differenziando questo, e t quello rapporto ad 72, e facendo 
in seguito /z = oj ed otteiremo 



A= — 
a 

Converrà in conseguenza aggiungere al valore di <p questo pri- 
mo termine omesso inopportunamente ; ed avremo come già sapevamo 


9 = 


x 

a 



cOS. <p-I- 


cos. 3 9 


<?os. 5 9 



XXXVIII. 

Possiamo qui fare una osservazione assai interessante; ed è, 
che il metodo usato per ottenere questi sviluppi può aver successo 
ancora quando nella quantità se#.ri<p sia n un numero frazionario, 
irrazionale, o anche trascendente. S.e in fotti comunque sia n sup- 
porremo 

seti. «9 = A A, cos. 9 -+- A x cos. a 9 h- A , cos. x 9 

sempre il termine generale A* determinato dalla fiffmula 

A, = ^ J~ sen. n <p . cos. x 9 . d 9 
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{fltegrindb’tt-à i’Hrtìttl Oj Bffettttata qeesta iritègràiifc*’ 

ne, facilmente si troverà ' 

A» = ——7 — — ; I cos. (a*v«) ir-i j — — t 1 ^ c0 ®- (*-*) »*-* ^ 

Oiu si ha ; 

ùos. (n-±x) x ss cos. « t . cos. ri r 
cos. (n — x) T =s COS. x t . cos. /z T 

V - 

Quindi sostituendo , avremo 

A, = — 5 cos. x x . cos. n x — i > ( — — t- — - - ) . 3 
| J n~x' v 

cioè nel caso di x pari 

a * n f ^ 1 

A „ = — - ( COS. 7Ht-—l 1 . — 

T V / X— /Z 1 

e nel caso di x dispari 

A _ 2 /2 . -I 

A, = ( cos. n t h» ì i . - 

t 7 a? — « 

Inoltre il primo termine A è assegnato dalla Cquaziono 

A = 3 J' sen. n <p . d <p 

cioè, effettuata la integrazione tra i soliti limiti, 

A r- -3_ ( cos. n x — i) 
n ir ' 

Sostituendo questi valori nella nostra sene, avremo 

<en.af=_ — (cos.n*— i)-4- 2 n (co*.n»-i) (— ; — - -+ ■--- -+ \ -+■ «re. ) 

n» * '\2 *-«* 4 a -n a 6 a -n a / 


2 n , . / cos. v cos. a <p cos. ve . \ 

(cos. «IT4 l) ( 1- 1- jr- H- ficc. ) 

* v ' \i —n* Z* — n* 5» — B» / 


cos.0 co$. 3 P cos. è p 
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espressione cenerate, dalla quale come casi particolari tutte le pre- 
cedenti derivano, come è facilissimo il verificare. 

XXXIX. 


Non solamente nella supposizione di n qualunque la funzione 
sen. nph suscettibile di essere espressa in una serie ordinata per i 
coseni degli archi moltiplici ; ma può ancora svilupparsi in una serie 
ordinata per i seni. Con Tesarne di questo esempio, termineremo 
questa discussione della funzione s en.np. Facciamo pertanto 

sen. np = A -+• A, sen. p -4- A, sen . 2 p -+ A, sen. 3 p •+....•+ A M sen. x p -+ .... 

Facendo p — o, troveremo A = 0 ; e dovremo determinare il termi- 
ne generale A, (xxxiu) dalla Equazione 

A, = — f sen. n p . sen. xp , dp 


integrando tra i limiti p~ o, p = ir ; poiché in questo caso man- 
cando il primo termine A, vien tolta la differenza che passa tra 
le due formule 

A , = ~^f sen. x p . d p . F . p 

<2 L 

A m = — f sen. x p . dp , F . p — A 

x t . X 

la prima delle quali appartiene generalmente al oaso dispari, e 
la seconda al caso di x dispari . 

Facilmente si troverà nelle condizioni stabilite 


f sen. n p . sen xp. dp = ±= 


x . sen ■ n x 
n 1 — #* 


avvertendo di scegliere il segno superiore se « è pari , e di 
proferir l’inferiore se x è dispari. Per tanto oon questa distin- 
zione sarà 
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A,= ±r a 


* 56/1. /I T 


▼ (n*-a?*) 

Quindi sostituendo nella nostra serie, avremo 


a { serup a.sen. 

sen.np a— — sen.ntr l — — - ——3 — 
* ' n a — 1 n-* — . 


sen* p a.sen. ap . Z.sen.Zp 4 ten ' 4 $ 

3» n* — 4» 


&c. 


) 


ove 72 potendo esser qualunque, ne dedurremo il modo di oalcolare 
il seno del prodotto di due archi qualunque /2, e f 


XL. 


Abbiamo negli articoli precedenti assegnate varie espressioni della 
funzione sen. n Q . Attualmente prendiamo a considerare il coseno 
dell’arco < p , e vediamo di svolgerlo in una serie che proceda per i 
seni degli archi moltiplici di p, in modo che sia 

cos. p=; A h- A, se/2, p ■+ A x sen. ap-t- A,se/2. 3p-t-.,.... 

Ponendo p = o , otterremo A = 1 ; Avremo inoltre , se * è 
pari (xxxm) 

A,=- /*cos. p . sen. x <p.d Q 

T 


e se ae è dispari 


A # =-|*/ cos. p se/z. x p. d <p — 


_4_ 

irap 


Ma nel primo caso abbiamo , integrando nei limiti convenuti 


e nel secondo 


f cos. p . sen . x <p . d p= 


g * 
p 4 ~i 


/"cos. p . sen. x<p. dtp — o 
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sarà dunque nel caso di « pari. A, — e nel caso di 

* dispari, A, =*-^> 

Sostituendo questi valori nella serie assegnata, 'Otterremo la se- 
guente osservabile espressione di cos. <p- 


4 r a sen.%Q 4 /. t sen.5P ^ \ 

«"•♦=' 1 * 1 * - jrr 7 ,<n 2 *-<- - f - > 

Differenziando questa espressione rapporto a P 9 si avrà 

$tn. C = — j cos. p — ~ — • cos. % b >+ cos. 3 P — ~ — cos. 4 P *+ cos. Sp — &c. j 
ir ' a* — 1 4 — 1 


e facébdovP P' =-~- = go # , avremo per calcolar là mezza Perifei ia 
circolare la serie 


r a* 

4 ~ at -* 


Jln- 6 * 

4*-i 6 l -i 


8 i 

8^7 


- 4 - 8cc. 


• • a • 


±= 


4 x 1 

4«*-i 


=F 


&C. 


dove x essendo della forma 2 h •+ a , prenderemo il segno superio- 
re se A è pari, e l’inferiore se è dispari. Per altro questa serie 
non differisce da quella ottenuta (xxxvi); ed infatti può mettersi 
•otto la forma 


4 

t_ _ ,i 1 1 

a 1 1 ~ 4* “ * * + 6 l - 1 ™ 8 * - l ■' 

Ed avendosi 

wL= ì-iH-a-i-f&o* 
a 

sarà sostituendo, come precedentemente (xxxvi) 

4 * -&o. 

4 a* — 1 4* — 1 6 1 — 1 
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Ver ]a formula piu generale cos. n e, avremo per il termine 
-generale della serie ordinata per i seni degli archi molti plici 

A, — a - Jcos. n P.sen. xp.dp 

per il caso di x pari; e nella supposizione di x dispari , 

f cos. n p.sen. xp.dp- -A, 

V J VX 

Essendo n un numero intero comunque, converrà distinguere 
il caso in coi è pari, da quello in cui è dispari. Abbiamo pertan- 
to integrando tra i limiti p = o, p = v 3 


/ cos.n (p.sen. x p .dp — - ( 1 - cos.(x -+n)v] 

2f x-+ri) \ / 


2(a?-+-/z) 

H -— — (i- cos. (*-&)*•) 

2 (x-n) V v ' J 

Se sarà n pari, avremo nel caso di x pari 

f cos . n p . yen. x p.d<t> ~o 

e se la x sarà dispari, sarà 


f cos. n p . sen, x P. d p = > — - 

x'-n x 

Quindi essendo x pari, si avrà A* = o, e se sarà dispari, il 
.valore di A M sarà dato dalla Equazione 


A,= 1 * £_ 

t ( a? 1 - ri 1 ) ic.x 

Sostituendo questi valori nella serie 

cos. n P ss Ah- A t sen. p-+ A* sen. 2 A, sen. x p h- ; ; . 
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troveremo la espressione assai elegante 


«,*.«4»=! + -fj (jzr " *) ien- * ~r) ,e “' 3 

. ( - ì sea. 5 *+ &c. i 

5 / i 

Questo resultato ha luogo nel caso di n pari. Per esaminare 
il caso di n dispari, riprendiamo la formula 


/ 


eoa. np.sen.xp.dp = 


__ i 


a(a?-+-«) 


ì -cos. («-+-«)t 




ì -cos.(# - ) T 


a(«-/ 2 ) 

Pìgli è chiaro che se ancora la « sarà dispari , sarà 
f C 03 .nP .sen.xp ,dp = o 
e se sarà la x pari, avremo 


f cos. np.sen.xp.dp= 


a x 


x'-n* 


Sostituendo questi valori nelle formale 

f cos. np.sen.xp.dp- -i_ 


TX 


A f cos. np.sen.xp.dp 

T 

la prima delle quali ha luogo se a? è dispari, e la seconda se oc è 
pari, avremo per il primo caso 


k. — ± 


TX 


« per il secondo 


A, = i — li? — 
»(«*-«*) 
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Sostituendo questi valori nella nòstra serie , si avrà 

cos-Ji* sen.p--J±— sen. 2 <p + JL sen.3<f> 

4 i 

~4 a — n* ^ e/2# ^ 5 ^ -h &o.- 

XLIL 

Se poi fosse » un numero ffatto , irrazionale, o trascendente, 
si* potrà sempre svolgere per i seni degli- arohi moltiplici di P la 
funzione cos. n <p 9 in modo ohe sia* 

cos. » o = i h- A, sen. * -+ A; sera 2 •+ A x sen, x-P ,-h 

avremo infatti (xxxm) nel caso di a? pari 


A * = f cos.n p.sen. xp.dP' 


e se » è dispari 


A, = wL. 


— J cosi n p .sen. x $ . d p — 


v.x 


Abbiamo adèsso r 

I 1' 

cos. n p,sen.x p= sen.(x*ri). $.-t- — -- se/*. ^ 


Quindi moltiplicando per d p, e prendendo gli integrali dap 
~ o fino a ^ = ir 

/ cos.n psen.xp.dp — — ( cos. x ir .cos. ni r-i 1 - ^ , 

1 ** — ji’ 

cioè se a è pari 

f cos.n p. sen. xp, dp = — (cos. n ir- 1) £ 

a? 1 - rt* 

e se ac è dispari 


lx f cos.n p .sen. xp. dp— (cos.n v -+i) t . x , 
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Sostituendo queste espressioni nei valori di A,» avremo» emendo 
K pari 



n v — 1) . 


▼ (a? 1 -» 1 ) 


ed essendo x dispari 


A, = (cos. BT4l) 


a jc 


JL 

r x 


onde sostituendo nella serie stabilita per eoe. ti p » si otterrà la for- 
mula generalissima 




a , . /2 $e/ 2 . 2 © 

— - (co*, a T-I) 


4 se/z 4 P 


6 se/ 2 . 6 ?» 
6 l - «* 



della quale le precedenti sono casi particolari. 


XLIIf. 

Tutte le volte che n sarà fratto » o irrazionale , o trascendente 
potremo svolgere la funzione cos. n Q anche per i coseni degli 
archi moltiplici di <p. In questo caso, facendo 

cos. n p — A •+ A, co6. <p -+ A 2 cos . a p ...... -+ A* cos. a? p 

il valore del termine generale A* sarà assegnato (xxxi) dalla formula 

A, =5 ^feos. n p. cos. x p .d p 
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Senza eie deliba farsi distinzione tra il caso di x pari, o dispari 
come conviene allorché le serie procedono per i seni degli archi 
moltiplipi (xxxiti). 

Facilmente troveremo , integrando tra i limiti = o , p — r, 
/cos. n <p . cos. xq>.dp— • sen. (n-vx)*-* ^~—) ser * •(«—*)* 

Abbiamo adesso 

sen. («-+'»). t =• sen. -x) r = .4= «e/*. « * 

ove il segno superiore conviene ad x pari, e l’inferiore ad x di* 
spari. Sostituendo, troveremo 


f cos. n p . cos. x p . d <p = *=■ Z. 


e quindi 


A . a n sen. n r 

V rt * 


n x — 


Si ha inoltre 

A = f cos. n<p . d <p — — — . sen. n v . 

71 T 

Quindi sostituendo nella nostra serie , si avrà 

2n S cos. e cos. 3 o cos 6 e . / 

*■ ^ n* — i n 1 — 3* n 1 *— 5 1 i 

\ cos. 2 e cos. 4 e co*. 6 * ì 

' L_ • _I !1 «L Jho S 


«oi ne= — . «e/i. rt * — 

B «■ 


. sen. n <r 


\ r — /4 — r : vr —r uh*. / 

) n l ^ 2 1 n 2 _ 4 — 0 * 4 


ossia più semplicemente 


$en. ut I 1 / cos ■ o coi. 2 « cos 3 $ co*. 4 0 . \ 

co« .n()=: <- — 2 tt I — -H- -+ &c. ) 

» ^ n vi* — l n 1 — a 1 n* — 3* n 1 — 4 ' 

Facendovi p = o , otterremo mediante una agevole riduzione 
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' i 


a/z* 2 n.sen.nr ti*-» /i*-a* /i*-3* n*-4* 


■&o. 


Se in questo resultato supporremo n = , avrassi riducendo 

a; 


lp. serie 

I r nrin h.r I 1 1 

— ■ $6 fi* — — ■ » •• — -i- ■■■■ ■ i m 

&.h* 2bk> h h 1 — fc* ft*-3*^* Ti* -3** 


- &cu 


resultalo olie pei^ induzione Euler dedusse dalla considerazione degli 
infiniti fattori pei quali $i .decompone da funzione esponenzia- 
le e u -+ e T ". 

Se nella serie 


.cos. n<p~ 


sen . n r 


r 


1 



cos» ^ 

n*-i 


eos.fi e 



faremo p = r , troveremo 


COS. /Z ir 


56 /I * se/z, « 7 a /i* n* ■- » 1 1* - a* ®* - 3 * 


«4» •• •••*•* 


<cioè facendovi Q 


h 

~k 


l *■ - h 

' — — r* — / GOt » — 

& /i* 2 h .k l b 


T = 


A:* - /t* 


1 _x. 1 

z fc-h 1 '* 3 *Jfc*-fc*' 




serie che come la precedente dedusse Euler dalla decomposizio- 
ne della esponenziale e w -+-e -w ., e che in tal modo si trova di* 
lettamente dimostrata, e dedotta da una più generale. 


XLIV, 


l’rima di sviluppare alcune proprietà assai osservabili di que* 
$te formule , riprendiamo la generalo espressione 
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_ A sen.nrf 1 eoa. a e cor. 3* cos./l* 0 3\ 

co&np* 1 - — -a/2/ " - --+■ — ) 

* \n ( / 2 ‘-i 72 -a* n l -3* 72 * -4* 
Differenziandola due volte rapporto a P 3 avremo 
— n*.co». n< > = a«. «en 1 n ? fco£ ; *_ cos^-^j, co*** \ 

r U-i* «>-»■ tf-3* 1 


cioè facendovi p = o 


« » 


a* 


+ ^ : 

a seti . zi * «* - ì 72* - a* n 2 -3 l ~~~ t 2 *~ 4 * 


&c;. 


«onde se 1* arco qualunque 3 r avrà il rapporto 72 con la mezza peri: 
Sferì a , cioè se sarà y = n r, otterremo 


y 

sen 


_= a j -! 

•y C 1 a 1 - 72 * 


4* 


3*-/2 l 4 l -/2* 


&C. | 


formula dalla quale potremo speditamente calcolare il rapporto di 
un arco al suo seno . 

Abbiamo trovato (xvn) che questo rapporto è assegnato an- 
che dalla fòrmula integrale 


2 f — 

sen.y J a? 1 - 


dx 


■ a x cos.y -+• i 


porche la integrazione si eseguisca tra i limiti a?=o,jc =1» con- 
frontando per tanto questa relazione con la superiore si avrà 


f-. 


dx 


X*-+2 X .COS.y-*- 1 1—72* a 1 — 72* 3* — 72* 


-&0. 


ove y = v72, 

rj 1 ^ 1 

ae supporremo a = — sara cos. y = co$. t — o; q 

a a 


quindi 


^ da? __ t a 1 _ 4 1 

d 1 -fa? : 4 a *- 1 4*-i 


6 1 — ì 


- &c. 
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come préoedeotfrmentu abbiamo trovato (xl). 

Queste formule sono tutte altrettanti oorollarj della serie ri- 
portata in principio di questo articolo 


aos. n <p 


sen.nv 

33S, ■ » - 

r 



/ C09 « 0 005 » 2 0 

\ n a ~a r 


C05 • 3^ 



dalla quale, oltre le indioate, si possono dedurre molte altre con- 
seguenze. Così differenziandola a /a volte rapporto a avremo 
facendovi p = 0, 


n*— 1 t 

i= =+= 

a . se«. n t- 



3»* 

/t*- 3* 


— -&c. 


ove il segno superiore conviene ad m pari, e l’inferiore ad m dir 
spari . Facendovi n = o , ne ricaveremo 

o 2=5 i — 2 1 ” -+• 5 1 " - 4** ■+• Sen- 
serie con ose* uta, della quale abbiamo precedentemente fatto uso (xvi). 

XL V. 


Nell’articolo (xliii) siamo pervenuti alla formula 


1 

a n* 


v _ 1 _ 1 1 1 

2n.sen.nr - 1 /z l -a l n 1 - 5 1 4* 


&c. 


Se svolgeremo per le potenze di « così il primo , come il secondo 
membro di questa Equazione, potremo dal paragone dei termini 
moltiplicati per le medesime potestà della n dedurne tutte le po- 
tenze pari di t, svolte in serie numeriche. Facciamo per maggior 
semplicità 




ciò posto, è chiaro che la nostra equazione potrà prendere la forma 
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a n* a n.sen.nx 


*7 

• ■ *“ o* t » ■— ■■ — n 4 s — — . &c. 

OC* oc 4 


Pertanto tatto si ridurrà a svolgere in serie per le potenze di n 
il primo membro di questa equazione , o più semplicemente, ad or- 
dinare per le potestà di n ir la funzione — . Se dunque fa- 

se/?. or 


remo 


sen. Tir nr 


. At 2 r •+ A, ra’ t ? -+ A, n* ir*' -+ . : . -t- A lb . , »**■+• . h- &c. 


avremo, sostituendo nella precedente equazione, dal confronto dei 
termini la generale relazione 


A* b » 
3 

ossia, cambiando h in ù- 1 


-té-f 1 




co 


t % b + 2 


è A J( _, .T>*=s.-lr 

a? * 

sostituendo adesso in luogo di io serie che rappresenta, avremo 


é A„_ 


.t * 



l 1 1 1 

3 ** "" 4 ** 5 »* 


&c. 


Egli è chiaro adesso che il secondo membro di questa Eq#qpiqi$ 
all accrescersi di h converge sempre verso l’ unità, in modo ohe rg,p- 
porto all’indefinito incremento di questa quantità, lenità è il li- 
mite della espressione 


1 




Quindi per un valore assai grande di h , avremo 
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cioè 


‘ i r'*= i 



Il ohe offre una proprietà assai osservabile dei coefficienti nume rici* 
della funzione “ 7 “ svolta per lo potenze di w, ossia della cose- 

OC/Z» lm 

oante di un 5 arco. Converrà pertanto esaminare, come una tal», 
evoluzione possa effettuarsi. 


XliVI 


Facciamo per tanto 


~ *+ As 4 A, v > -+A, Ajì., u* 4 '* 

Moltiplicando per u 9 avremo 

— — =i-4- A «*h- AjW 4 -+ A, .......4- A ,*_,«** 

sen. n 

Jid il generai coefficiente A^_, sarà determinato dalla Equazione 


d". 


u 


A^_,= 


sen.tL 


1.2.3 2 h.du** 


facendo « = o dopo le differenziazioni. Ma se quester si effettuas- 
sero , facile 6 Ì è a vedersi che sempre si otterrebbero dei resultati 

della forma , onde converrebbe mettere in opera una moltiplicità 

di operazioni , che permetterebbero difficilmente di conoscere la 
legge dei termini. Per evitar questo inconveniente riprendiamo la 

formula — i — ; abbiamo 

SGfl* U 
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$en. u — 


U> / — t ■ — — \ 

e —e 


2 ^ — 1 


onde sostituendo, sarà, facendo per semplicità maggiore,— — = K, 

seri» LL 


K 


2 U v/ — • 


uy' — 1 — u y' — l 

e — e 


cioè , ponendo u ^ — I = z , 


K = 


2 z e' 


t' :s - ì 


Questa ultima frazione si decompone facilmente in due, in modo 
che si ha ’ 

* ** 

K = 


e z - i 


E tutto per conseguenza si ridurrà a cercar lo sviluppo per le po- 
tenze di z del secondo membro di questa Equazione ; Egli è chiaro 

adesso che il termine presenta la stessa difficoltà che nella 

propogta funzione s’incontra, ma la eviteremo , impiegando un ar- 
tifizio di calcolo dovuto al sig. Laplace, che si è imbattuto nella 

funzione — - — cercando di sviluppare le analogie dei differenziali 
con le potenze. La funzione Z 

i z 


e* - 1 


facilmente si decompone nelle 


dne eiCI - si 

si ha 


; ed è inoltre evidente che nel caso di z— o 


/ p z \ ^ z ) 

di I — f- 1 d 1 l — > 

\£1 = « / , _.!«■*= M 

(p d z ) 1 d z 9 


ia 
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poiché impunemente poggiamo in luogo di z gogtituire un suo mul- 
tiplo, che svanisce contemporaneamente a quella quantità. Quindi 
facendo p=^, ^ = n , avrassi 



d z* 


onde immediatamente dedurremo 


e‘ — i 




d z n 


a* — t d z 9 


Riprendendo orà la Equazione 
’ \ 

z z 


K = 


i e z •+ 1 


si avrà , mediante le riduzioni ottenute 


«tk .. * (* U ) 

-+ i \ a'—i/ 


da” 


= d" 


a —a 

a’— -1 


d 


d 


dalla qual formula potremo facilmente avere lo sviluppo della fun- 
zione K per le potenze di z . 

Si può ancora il differenziale di K maggiormente sempli- 
cizzare > osservando che avendosi 


z 

e* -i-i 


z (e x -+- 1 )~" 
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sarà anche 

d'z (e* -4.1)-' = d 9 z . (e 1 -*- 1)- /z . d" 1 z . d (eM-t)--»- 

•+ n dz . d**' (e*-* 1 )~'hs 2 d’ (e* -+■ i)“‘ 

La ^opposizione di z == o riduce manifestamente questa quantità 
ad n dz. d*'" 1 {e* -+■ 1 )~* , "poiché nella ipotesi di d z costante , 
le quantità d*z, d’z» &c. sono tutte nulle. Sarà pertanto, nella 
supposizione di 2 = 0 , 


dr~' 


dz 9 

e quindi sostituendo 


— n 


e z -»-i 


d 2— 


d"K __ rc ( 2* — 2) 


d— -A- 


d 2' 


2” — 1 


dz n ~ l 


Dalla qnal formula potremo ottenere facilmente la evoluzione della 
funzione K per te potenze ascendenti di z, ed essendo z = u y — 1 , 

e K= si avrà in conseguenza lo sviluppo della funzione 

SQfl» tù 
u 

___ che ci si siamo proposti di ottenere. Non ci tratterremo ad 

esaminar davvantaggio un tale sviluppo, poiché vedremo in seguito 
un’ altra maniera per ottenerlo, e perchè si potrà esserne piena- 
mente istrutti nella bella memoria del Sig. Laplace inserita negli atti 
dell* Accademia delle Scienze di Parigi dell” anno 177^. 

XLVII 

Pertanto essendo, come sul principio del precedente articolo 
abbiamo veduto , 
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purché si farcia u — o dopo le differenziazioni, sarà ancora 

a h . (^ 2 )- ji*— i \ 

• ~\b « U . - 


A ,t_, = 


1 *“" a.3....a/i 


a‘ A — i 


dz ìh -' 


facendo z = o dopo le differenziazioni . E da questa formula ritrar- 
remo il modo di aver la somma della serie 


poiché si ha ( xlv ) 
i A 

5 



1 

3~* 


4>* 


sm — -tv* ■+■ &C. 


t iA = 



Dal modo con cui abbiamo determinata la quantità A , ve- 
dremo discendere le celebri zrelaioni che passano tra le serie 


ì i i 

1 a 1 * 3 ” 4 ** H ’ , ”‘ 

i — a 1 * - ' -+ 3 1 * - ' — 4 l4 “' -+ 8cc 

Di quest’ ultima si può infatti rappresentar la somma (xvi) mo- 
di ani e la formula 


ydydy 

dy*-- 

purché si faccia y—i dopo le differenziazioni. La generai funzio- 
ne si p U ò ridurre adesso ad una più comoda 

dy 
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forma mediante una trasformazione di variabile. Suppongasi infatti 


ydy __ d ' P 


d y H 


d z " 


... . (b) 


ove P è funzione di 2, e z è funzione di y . Facciamo j>=Y z, 
e differenziando la Equazione (b) rapporto ad y 9 e moltiplicando 
quindi per y , avremo 

y_djy_dy .. . d yd^, __ yd^P 
' dy " ■*' dy.dz ’ 

ma essendo ;=?2, sarà d^ = — — d z; onde sostituendo si otterrà 

dz 

yjjyjjy^djydj^ _ tz d*-** p 
dy +i * df 

ci z 

ma se nella Equazione (b) varieremo « in n-M , sarà ancora 


ydydy... dyd-f- 


d"^ P 


dy’* dz*"' 

onde paragonando questi due resultati, sarà 
d 9 "*' P Y z d*^' P 


d z H 


d Y z 
d z 


ossia 


d Yz 
dz 


d z n 


= Y z 


e quindi Y z =5 ae z , o più semplicemente Y z = e r . Avremo 
dunque jf = Tz= e*. Per avere il valore di P, riprendiamo la Equa- 
zione ( b ) 

(bì ydydy^i dydj~n = d V 

dy dz" 
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e facendoti n = o , sarà 


P = — L- 

i-t-y 


cioè P s ? Pertanto , supponendo y = e* , stremo 


1 H-e* 


ydydjr^^fd^^ _ t # 

<J/ a -ne 8 

dz m 

Abbiamo ora, facendo = t dopo le differenziazioni 


ydy..,dy d __ t _ a .»-, 3,»-, . £*»-« 

dy*“* 


e per conseguenza» essendo y = e z > sarà ancora 


d**-' 


_L_ 8 1 — a**- 1 *+ 3 %i ~' — 4**“’ 

14 C* 


&e. 


d z 


4 


pnrcbè si faccia a = o dopo le differenziazioni. 

Ma supponendo z = o dopo le differenziazioni , noi abbiamo 


A a i_, 8 


1 ( a ’*-* ) d>- — 

a . 3 . . . . (2 A-i) 2**-i 1 -+• e* 


d a 


lè — 1 


quindi» sostituendovi il precedente valore di d lb ' — — z » sarà 


1 h- e 


2 k—i 


A**_, = 


a. 3 ... (zh-i) a # *_ 1 j 


d z 


^ 1-1**-* *+ 3 **- — 4 * 4 -*-+&c.J 

7 


ed avendosi 


1 A , 1 _ 1 1 

_ "s*— , . f — 1 - — H. _ - 
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•ara anche, sostituendovi il trovato valore di A t _, 


r“ ( a ** -1 - i ) 

>. 3 ... (2/1-1) 


1-2 


1 


3 li ~' - 4 


1 A4r 


1 

!F 


i 

4 l * 


celebre relazione , che Euler ritrovò per induzione , e che insetr ui* 
to è stata da varj illustri Geometri dimostrata. 

La serie 


1-2 


tt _ 


3 »*-* — 4 


moltiplicata per il coefficiente ±= ove *1 segno supe- 

riore appartiene ad h dispari, e l’inferiore ad h pari, rappresen- 
ta, come è noto, il termine generale dei numeri di Bernoulli , che 
tanto influiscono nella generai Teoria delle serie. Abbiamo veduto 
ohe la quantità 

t-2*-‘ H- Ò tb ~ l - 4 4i - -+ &C. 

può essere espressa dalla formula d lk ~^ — 1 , purché si faccia z=0 

j+e* 


2 J—i 


&c. 


dopo le differenziazioni . Chiamando dunque U il term ine gene- 
rale dei numeri di Bernoulli, sarà * 


U = 


oh 

( 2 ** — J ) 2 1 * 


d zh-t 


1 

i -r-e' 

d a 1 * -1 


essendo tJ determinato come sopra, effettuate le differenziazioni . 
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X L V 1 1 1. 




Abbiamo nel precedente articolo veduto come la funsi one 

ydydy . . » dyd_v +2 j p U ò gemer© ridurre alla forma ^ -? ee- 
dy' r * d tT 

senio P una funzione conosciuta di z t e z una funzione parimen- 
te conosciuta di y. Una simile riduzione ha luogo ancora per la 

• \ # sdsds»**d Pv v 

funzione molto più complicata - ove s è una qua- 


lunque funzione di y . Facciamo infatti 

sdsds dJ?y d * P 

dy " dz" 

Noi avremo differenziando rapporto ad y , e moltiplicando per s, 

s d s d s dF y sd n ~"F 

d y'^ 1 dy.d z* 


Ma variando n in ran-t abbiamo ancora 

sdsds dFy _ d^'V 

d y n ^ 1 — d zF*' 

Onde si otterrà la Equazione 


P ___ s d ™ P 
dz H ~*‘ dy dz u 

Ma essendo jr una funzione di z 3 ohe denoteremo Vz , avremo anche 


E quindi sostituendo. 


d'Y z 

d z 

sarà 



d z 


d™ P d'^'V t 

d z*-* 1 “ S ' d z 7 ^ * cin 

d z 
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dovrà essere dunque 
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dv z 

8 * d z 

Da questa Equazione, sostituendo nella quantità 8 in luogo di y 
il suo valore Y z troveremo integrando il valore di Y z espresso 
per z, e d in tal modo sarà conosciuto il valore di y. Facendo poi 
nella Equazione 

s d s dVy d n P 

d y n d z" 

la 72 = 0, avremo P « V y* cioè P = F . Y Z il che darà la com- 
pleta soluzione del problema. 


IL. 


Le cose precedenti ci saranno molto utili quando parleremo 
della integrazione delle Equazioni a differenze parziali. Ma non 
poggiamo qui dispensarci dall’ indicare un modo assai semplice di 
ottenere sotto una nuova forma 1’ espressione del termine generale 
dei numeri di Bernoulli , che discende da queste trasformazioni . 

Consideriamo la formula generale 

y dy dy ..-.dVy 

dy' 

Facilmente ci persuaderemo dalle successive operazioni indicate in 
questa formula, che potremo metterla sotto la forma 


yjb -djy . J'Fr . d-'Vj ... B d'-’Fy 
dy 9 y dy " " dy H ~ l * dy* 


«—a 


i3 


C *ìl2 

3 dy-' 


« 
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Differenziando rapporto ad y, e moltiplicando quindi per y , vi 
otterrà 

? dydy.....dVy ^ ^ nf **y <n . x)K y-,d-Vy 


dy*‘ 


dy 


dy m 


dy— 


■* («- 2 ) B - J'"** ■* 

a « d* Vy ^ d"~' Fy ^ d’~ ’Fy c 

dy “ ^ dy~' y dy~* 

Ma variando nella formula (a) /z in n+t, si avrà ancora 


ydydy...dYy _ d—Vy A .<*’Fy B , 


d> 


dy 

c.-K.y 


dy-* 


dy 


&c. 


«r-Vy 

dy— 


ossia 4 paragonando i diversi coefficienti delle quantità della forma 
' d*Fv 

y ■ t , avremo per determinarli la serie seguente di Equazioni 

* y 

A „ -4- n *» A^ f 

B„ h- (/z— 1) A. » B^, 

C„ -*• (n— 2) B„ = C, 

D, -+ (/z — 5) C„ = D, 


n-+i 


*-* l 


5 cc. 

cioè integrando^ ed avvertendo per la -determinazione delle arbi- 
trarie che tutto deve ridarsi a zero se /z = o, si avrà 
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m 


B* *»s (*- ì.Ys m « Sifll) (/ 2 - 2 ) (5 a-5) 

a . 3 . 4 

C- - ifn-'.Mtn-,) T „ = i>(n-i)(«-gy(n-5)- 

D„ = X (a-3) £ (tf-ay £ (/*-i) £ n = &c. 

Sostituendo questi valori nella generai formula (a) si avrà 

ydydy....d¥y tfVy d~F* y 

dy • * dy- n y ^r + H' 2 - 1 ) 2 ' 2 * "ay- 

-<• x (/1-2) s (/z-i ) s « . y* ^.r &c* 

Se fosse F^r — , e si volesse il valore della funzione 

i+y dy 

nel caso di y=» 1 , si avrebbe in primo luogo fc 

.dy (i-4-y^ 5 

ove il segno superiore appartiene al caso di n pari , e 1’ inferiore 
al caso di n dispari. Onde, se y — 1 , avremo =a ±= * * a ** ♦ 

7 ^ o»-n 

£ sostituendo sarà 


ydydy ....d 


dy> 


1 ~ H 3 r a5B f 1 i.a.3..n— i ^ i.aX«-a 

l o» 


— k * («• — « _ / % ^ 

£nn— _ — 




e questo sarà in conseguenza ancora il valore della finizione 
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d ’7 ^“ 9 faoenJo 2 *° do P° le differenziazioni. Abbiamo adesso 
d z* 

veduto (xlvii) cbe il termine generale dei numeri di Bernoulli è 
espresso dalla Equazione 


» __ 3 h 1 -+e* 

(V*— i)a*V ’ 

facendovi js = odopo le differenziazioni i; Se dunque nel precedente 
valore di d* r metteremo in luogo di n , la quantità a 
d z" 

avremo, avvertendo che a A— I è dispari y questa nuova espressione 
dei numeri di Bernoulli : 


a h f i.a.3...(2/t— i) i.a.3..(afc— a) , . 

*“ ’ ^ ' • *(»a— *> 




L. 

A tutti questi resultati siamo stati condotti dall’esame delle 
serie assai osservabili che abbiamo ottenute per i seni , e coseni 
degli archi circolari (xxxv, e seg.). Si potrebbero moltiplicare quelle 
ricerche, e ricavarne altre formule egualmente curiose, ed eleganti; 
ma, per servire alla brevità, piuttosto passeremo ad applicare quel 
metodo di cui ci siamo serviti alla generale Teoria delle serie . 

Consideriamo in primo luogo una funzione z di x tale che si 
abbia svolgendola in serie per le potenze ascendenti di questa va- 
riabile 
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z = a -+ a, 4 - a* a? 1 a , ■+ a, x n •+ . . . . 

Noi avremo, come è noto dal calcolo differenziale 

__ 1 

a “ ~ ì . a . 3... ./i * da?" 

facendo x—0 dopo le differenziazioni. Egli è chiaro adesso che 

sostituendo in z in luogo di x la quantità ~ , se chiameremo z' la 

funzione che ne resulta, si avrà 

ivi 
Z —Q — H <7, . — -4* CLn « \ •+* (7, . • 

1 X X 2 5 X* 

Aggiungendo con la serie precedente , otterremo 

^x-+^j-+ a 2 (x a — t- -+ Sco. 


Z-¥Z 


ossia facendovi x=e®^ l , e chiamando «, vt quello che dopo 
tali sostituzioni diverranno z 9 z , avremo 


ù-+u 


= a -+ a, cos. a, cos. a P ■+ a, cos. 3 <p> -+ ■+ a, cos. n p -+••«••• 


Il termine generale di questa serie sarà determinato, come sappia- 
mo (xxix) dalla formula 

a„ = I* (u ■+ u ) d <p. cos. « <P 

integrando tra i limiti p = o 9 p—T’, ed essendo 


a. = 


d” z 


i.a.3 ....n ' da?" 


facendo x = c dopa le differenziazioni 3 sarà anche 
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d? * _ 

dx • T 





u')d Q.cos.nf. 


Se adesso in luogo di x si porrà x -+y s avremo con tal mezzo i 
differenziali di qualunque- ordine di una funzione z y rapporto ad^ # 
sempre espressi da un 9 integrale definito. 

LI. 


Questo Teorema può anche estendersi ad un numero qualun- 
que di variabili. Consideriamo infatti una funzione z di .t, eJ^ i 
e supponghiamo che svolgendola per le potenze di x si abbia 

z — a -+ a, x* h- <r, x* •+ » -+ <t* x" &o. 


noi avremo 


a. 


T 

2 3. „n 



facendo x = o dopo le differenziazioni. Allorché noi vorremo la fiifl** 
zione z svolta in serie per le potenze, ed i prodotti delle due va- 
va-riarbvli x , ed y, converrà svolgere in serie per le potenze di y 


tutte le quantità a r a,, a,. 


•»<** 9 


&c. cioè le quantità s. 




r * * Y 

t /d’ z\ 

\d x'J’ 2.3 ' 

< dx' J 

2.3.*. .n \ dx* J 


, ove dopo le differen- 


ziazioni è stato posto x^o. 

Quindi resulta che nella evoluzione della funzione 72, il ooeffi 
niente di x’ y m sarà 


1 

2.3 **..72. 1 .2.3 772 



facendovi dopo le differenziazioni » = •= o. 
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Se dunque m hwgo di a wstìturreiB© nella fimaiottie « la qua*. 

tità e^ 1 , quindi e e chiameremo u, u' ì resultati 

di queste sostituzioni, avremo per le cose precedenti (i) 

1 / d* z} ji_ rf x 


Facendo inoltre nella funzione^- f( u +u‘) cos. n p . d p prima 
▼v'-i . -TV-* 

.y=e , quindi ,y = e , e chiamando A: , A;' quello che si ot- 

terrà, avremo evidentemente 


t d”~+* z 


) -4A*' 


• 2 » « X l T7T"» ! — — •/ V, *» -4- le') CO*, m T . |f T 

9>.o..n. , i.D...m\dx .dy j r v ' 
integrando al solito tra i limiti T =o, ¥ = 

Facciamo s = F (jc, y)i e sarà 

- #= F \.y) 


e 


ed avremo anche 


t' =/ {r (e- ,V - r } cos.nf. M. 

Onde sostituendo, sarà per T indipendenza delle variabili 

/ d m ~° z \ 

- d *' dr ' ■«//{ F (a" - ' , a^') -v F 




fC 


fV"! -TV- IV 


e ,e 


v ev-i -Tv-r \ ) 

) -*■ ± \e ,e ) j cos n <p .cos.mVdQ. df. 
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Quindi facilmente apparisce come dovremo contenerci se il numero 
delle .variabili sarà maggiore. Sia data la formula 1? (x^y^ u a « 

noi aggiungeremo insieme altrettante funzioni della forma 


„ f fcOv'-l tTv/-i fcJV-i 

F \e ,e ,e ,* 


in quanti modi è possibile il permutare tra di loro » segni dello 
quantità ±= <p N /— I, ^ 1 » &0 * chiamata s questa 

somma , avremo 


f z \ 

\d x m -dy m du' / 

1 .&>.77Z.i.2< ./2.1 


= f K t. cos.mQ.cos.nV.cos. p !.. ..dp.dv .dì. 


ove Jfc = al numero delle varabili, e. dove le integrazioni vanno 

estese da <p='r==}= = o, fino a f = Y = x, purché si 

faccia x—y — «=•••• = o dopo le differenziazioni. 


LII. 

Consideriamo attualmente le serie infinite 

2 = A-fA,x-f A 4 «' -+ A } a?’ A, a?* 
a-' = a •+ a, a -+■ a * x 1 a } ** «‘• + a « x " + '* ••• 
c suppongbiamo che vogliasi la somma della serie infinita 
A a -** A, o, •+ A, a, -+• A, o } ■+.«•■+■ A« <z« -+••• 

Per le cose precedenti (l) facilménte giungeremo alle Equazioni 


(0 


u-+u' 

a 


= A •+ A, cos. Q ■+ A, cos. a p 


. . ,*f A, cos. ti p ■+ 



s a4 O, cos. <P -+■ a» cos. a <P a. cos. n <P -+ 

a 
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ove w, v’ sono quello che z diviene faoendovi successivamente 
a? = s=e^~', x = e~M ~' j e lo stesso dicasi di ifc, e relativamente 

ifc -h Jb' 

alla funzione z'. Moltiplicando adesso la serie (1) per d p , ed 

2 

integrando, avremo 

•v. ~f(u + u!){k^b)dp=k. 

4 a 

•+ A, f .cos»Q'dQ-*‘A 2 l — cos- 2 & d <P 

' a a 

A, f — — — cos.nQ .d . 

2 

Se prenderemo questi integrali tra i limiti <P —o, Q = r , avremo , 
dividendo per -r 

f ( & -+■ JL' ) cos . n i>.dq> 

T 

Quindi sostituendo , avremo immediatamente 
— y*(w-4-n) (Jc-+lc )d<p~Aa — Aa-+A t a l -+- A 2 o, -+•••-+ A „a H -+ ... 

2t 

Il problema di cui ci siamo occupati è stato per la prima vol- 
ta risoluto dal Cel. Parseval, per una strada diversa da quella da 
noi impiegata. Egli lo ba con successo applicato alla integrazione 
di alcune Equazioni a differenze parziali , e particolarmente a quel- 
la che rappresenta le generali condizioni del moto dei fluidi. 

LUI. 

Col metodo stesso con cui abbiamo dimostrato questo Teore- 
ma, potremo anche generalizzarlo, ed applicai lo al caso in cui le 
due serie proposte dipendano da più variabili . Siano infatti propo- 
ste le due serie 

*4 
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®' = a »,o ■+ «uoy-t-flo,, x -¥a t o y* a, , xy-+a oi x * -*■ &o. 

= ■+ ^r,oy -+ £•,, a? ■+ 6 1)0 _y 2 ■+ b ltl xy -+ 5 0>1 a? 1 -*- & c . 

facendo y = eV-’, quindi y — , avremo , chiamando S, Stuel- 

lo che diviene R per queste sostituzioni, e T, T quello ohe di- 
viene R' 

S S' 

— - — = a 0)0 - 4 - a,,* cos. 8 -t-a*,, ac -+a tiQ cos. 2 8 a,, , xcos. 8 -+a 0il ®* . 

T-+T' 

— ■ — ^Oi 0 — H cos. 6 “H è 0l | X ■+ b ìti 0 COS» 2 d *+ 5,,, ac COS» 1 — +■ Ò Q ^ X* ■+ • • • 

2 

Parimente in queste Equazioni facendo x — e Sy ^~ l , a? =e~^~' avre- 
mo, chiamando fi, p le ri-pettivc somme dei parziali resultati che 
otterremo con tali sostituziooi per ciascuno dei primi membri di 
queste Equazioni 

/*r=a 0i0 -to Ii0 cos. 8-+-a 0)I cos. ^ -a 10 cos. 2 8-4-a,,, cos. f.cos. 8-t-a„ , cos. 2 

j*'=6 0 o cos. 6 -+ò 0> , cos.$'-+ò lt<t cos. 2 i-t-b lil cos.ì.cos»^b 0 , 2 COS. 2 Ì-+ 8 CC. 

Molli pi icando adesso la prima di queste equazioni per ja'dS.rfd', ed 
integrando prima rapporto a 8, quindi a ^ da 8 — 0 sino a 8=T,e 
da $ = osino a } — ir, noi avremo 


f'/jL.p.di. di' f'tf.dl.dì f'fi.db.dà.cns.b 

, -+ a «.o : 

T T T* 

f 'ySdi.dà.cos à ^ f 1 i* dt . df.cos. 

-+• U 0 ,i — — — — H CL t o 1 - — • — — - ~ H 

V* T 

Ma si ha per le cose precedenti (li) 

./ 1 fi' cos. n 9 . co.s. w P.d Q.d } 


— a 


n,n 


Quindi sarà ancora 

/* iL.u.»dfy»d£ f , t 

" 2 " ^ ^ ^ 0,0 ^ 0.0 *4“ ^ 1,0 ^ 1,6 4“ £ 0.1 ^ I I » • • • 
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Egli è evidente^ clic qualunque siali numero delle variabili giun- 
geiemo a dei resultati simili. 

LI V. 

Abbiamo veduto, come date le due serie ordinate per le po- 
tenze ascendenti della variabile x 

( Z — d -4- d l X —4" d 1 X —4“ dj X ’ £2 4 X -+ • • • 

(a) z 1 =b-+b t x-+ b 1 x'-+b i x' -t-b+x 4 -*..,. 

è sempre possibile di ottenere la somma della serie che nasce dal- 
la addizione dei prodotti aó, a, b , , a* ò l5 a > 6,, .. 

Que-to Teorema è utile quando vogliasi ottenere sotto forma fini- 
ta l’integrale di una Equazione a differenze parziali che sia espres- 
so in serie infinita, ed in una serie tale che si possa decomporre 
in altre due di cui sia noti la somma, e che moltiplicate termine 
per termine la riproducano appunto nella maniera con cui la serie 

a 6-»* a, 6, -+• a, b, a, b ì . . . 

dipende dalle serie (i),(-2). Ma può spesso succedere che la serie 
proposta non sia su-cettibile di esser decomposta in altre due cono- 
sciute, ma che per altro si possa risolvere in numero di serie mag- 
giore di due . Date pertanto le serie 

Z == d -4* O t X -4- dj X 1 •+ d } X ’ &o 

z' = b -+ b t x -f b 2 x- •+ bj x ’ ■+ $co. 
z" — c -+c, X ■+ Cj X* -+ Cj oc’ -+ &c. 


& 0 . 


conviene esaminare se sia possibile di ritrovar la somma della serie 
a b c . . ♦ -+ a, b t c, . . . ■+ a» 5, c* . . . . 


i 
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Vedremo adesso brevemente ohe anohe questo caso è susoettibile 
di una generale evoluzione . 


LV. 


Supponghiamo che le serie conosciute siano tre, e da questo 
caso particolare vedremo come dobbiamo contenerci essendo il nu- 
mero di esse qualunque. Sia dunque 

(ot) z = a -t-o, a? -+a x 2 -4- .. . 

z' — b -4- b, x •+ b, x 1 -+ b ì a;’ . . . 

z" = c-¥ c t x -+ c t a c* c } ae’ . 


Si sostituisca nella serie ( m ) in luogo diaria quantità 
e qu : ndi e~ { P^ k) v' -1 ; avremo, chiamando R,R'i resultati, ed ag- 
giungendoli 


R-hR' 


a 


■a-* a, cos.(<p-+k) -+a 2 cos .2 (<p -+ k) -+ a } cos. 3 (<p-h h) -+ &c. 


Parimente nella stessa serie (/«) si sostituisca prima 
k = e dipoi x = \ chiamando R", R"' i 

resultati di queste sostituzioni, avremo, aggiungendoli 

R/' -+ R" 

= o4a, cos.(<p - k) -+- a* cos. a (p- À,)-na, cos.3 (p~Jc)-+ Jco. 


E sommando questo valore di 


. R'-hR 


. R-t- R 1 


con 1’ altro di — 


si avra 


R-s-RUR^R" \ co*. (p-hI) -4- CO*. (p-Jfc) 

— — | a -jfd L - ■ 


a, S 


L ■* 

COS.2(®-4-A:)-+-COS.2((p-A:) 


■ +a J I 


COS.S^+fc^COS 




Ma avendosi 
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c os. p ( p -*• k ) -+• cos. p ( < p — Tc ) 

— J — — i = COS , p p.COS.pk 


log 


•i avrà sostituendo 
R R' -+ R" h- R " 1 


= a ■+ o, cos. p . cos. Jc-+a 2 cos. 2 p . cos. 2 k 
-t- a, cos. 3 p . cos. 3 k -+ Sco. 

Ottenuto questo resultato, riprendiamo le altre due serio 
(to' ) z' = b -+• b , x -*• ò, a ? 1 -+ b } x 1 -+ &o. 

(to'") a" = c -+c, £c-+ Cjoc'-t- c } a?’ h- &o. 

Si faccia nella serie ( to') a?=eVv'“' , e quindi # = c“^" f j aggiun- 
gendo i resultati, e facendo questa somma =H, si avrà 

H 

■ — =òh- b t COS. p -¥b 2 C09.2 p -+ b t cos. 3 p -4-&C. 

2 

Parimente nella serie (to") ponghiamo , JC=e~V-* e si 

aggiunga; facendo il resultato =H', si avrà 


IT 


= C ■+ C, COS.&-+ Ca coi. 2 ifc -+ C, COS. 3fc -+ &0. 


Ed avremo dalle cose precedenti (xxix) 

a r H . cos. s p 2 , 1 /* TT , 

> — J ,ap — b s — / H cos. s p .dp 

T 2 T ' 

2 /*H’cos. sfc ,, t / tt, - 

— J dk=c t = J H cos.sh.dk 


purché gli Integrali siano presi tra i limiti P = 0 , p = r e sarà an- 
cora nei limiti stessi 


JL 


T 3 

IT 
2 


4-/51 
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Riprendiamo adesso la Equazione sopra ottenuta 
R-4 -R'h-Rh-R" 

1 ■ ^ = a •+ a, cos. p . cos. k -+ a x cos. 2 p . cos. a k 

-+• a, coi. 3 p . cos. 3 k ■+ &c. 

Moltiplicando da ambe le parti per Help ,cd integrando tra ilimiti 
p= o, p = t, si avrà 


ì/i 


p 

■}h <1<P= - fHdp+a , cos. kf H cos. p.dp -k... 


R-fR4R"-fR 
4 

- a, cos. 2 k /H cos. 2 p . d p -+ a, cos. 3 k f H cos. 3 p . d p -+ ... 

-+ a, cos. skf II cos. sp’ dp -*- .... 


Ed essendo 

-i/nrf?=a5 

~ / II cos. s p . d p = b, 
otterremo, sostituendo 

-5 H(/®=2 a6-t- a,6, cos. fc -+ a* 5, cos. 2 k 

4 i 


i r (R-^R'-+R"-t-R" 

* J r~ 


a. b.'cos. 3 k -+■ -+• a, b, cos. sk+ Se o. 


Se moltiplicheremo adesso da ambe le parti per — H'. d k 9 avremo 
integrando tra i limiti k —o , k = x, 

1 rr\ R-4-R / -+-R v H-R ,/, Ì . 2(2Ì /*TT'J t ^i/Vri . 1 It 

yi J J | H • H cift dk- — -/H d k H cos. l.d 

.*+ /H'cos 2k.d k •+•••• •+ /H' cos. s k .dk-r Sco 
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Ma abbiamo veduto essere 


ili 


"" f H' d h — 3 c 
— / H' cos. s k d k = c s 

T J 

Quindi avrassi sostituendo 

R^R H-R 1 ■+ R | TT TT, j t -, i I T 

^7~J] i | . H . H . dp . dksssi^abc-^ citbt c t 

a^c, -+ &c. -+- a, 67 c, -+ &o. 

formula che dà la completa soluzione del nostro Problema. Facil- 
mente vedesi che questo metodo si può estèndere ad un numero 
qualunque di serie. 


L VI. 


Abbiamo (l) applicato il nostro metodo alle proprietà delle 

serie in genere ; vediamo adesso di qual uso ci sarà per la evoluzione di 

alcuna delle funzioni semplici comprese nella forma F(m -+ cos. <p) di 

cui altre ne abbiamo sviluppate sul principio di queste ricerche. Ed 

1 

avendo già considerate le funzioni log. ( m -*■ cos. 9 ), z 

attualmente per non ritornare fui le cose stesse prenderemo ad esa- 
minare la funzione ( m -+ cos. 9 )" , e ci proporremo di svolgerla in 
una serie ordinata per i coseni degli ai chi moltiplici di 9* 
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LVII. 


Suppongkiamo pertanto 

(m-+ cos.<P)’= A„,,-* A a . l cos,<P-+A,, t cos.2Q -+ A»,, cos.3P-+.... 

*+ A,, # COS X Q -*• &c. 

E facendo 

z = (m ■+ cos. <py 

noi avremo differenziando 



=zn(m-¥ cos. $>)"*" 



n(n-i)(m-+ cos. py~* 



— 72 ( 72 — 1 ) ( 772 ■+ COS. p)* * “ 72 ( 72 — l) COS.* 0 ( 772 -+ COS. <p 

— 72 COS. 0 ( 772 -+ COS. <p 


r* 

)-* 


Se adesso tra queste quattro Equazioni elimineremo i termini clic 
comprendono i coseni j si avra riducendo la equazione lineare a 
differenze parziali 


( 1 - 772*) 



*+ 772 (2 72 — 1 ) 



(72* Z 



nella quale se in luogo di z sostituiremo la serie assegnata 


z — A».o*+ A,,, cos. p -+ A* it cos. 2 p h- A„ f , cos. 3 p -+ &c. 
otterremo per determinare A,. # la Equazione 


\ 
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( fl /l ~ 1 ) x _ ( n '—x') A _ 

d/n* ì— in* d/n 1 — /n* *’* ' 

la quale sarà in conseguenza soddisfatta dalla formula 


si3 


A »,# = —/”( in -+ cos.p)* . cos. a?p . d p 

\ 

purché si estendano gli integrali da p = 0 sino a ^ = *■ . Pertanto 
la integrazione della equazione, ( H ) fornirà la evoluzione di 
questo caso. 

j 

» 

L Vili. 


Riprendiamo dunque la Equazione (H) 

d’A, , ^ (n*— *’) 

d/n» 1 — /n* dm i-/n* 

ed introduciamo in luogo di m , un’ altra variabile . Si avrò so* 
stituendo la trasformata 


h'(h'-i) 


dV A.., 

d A* 


A (aA* - (2B4i)) 


d A t|> 
dh 


(n*-x*) A,, =o 


Facciamo adesso 


A,,, = a^-i- o, A x - ' • * h- a, A x ■•■ * • * a 3 A* ■* * • * -+ &o. 

E sostituendo questa serie nella nostra trasformata si troverà A de- 
terminato dalla Equazione 

^ (a — i )-t- (an -+ i)a4b , -»*‘= o 

onde si trae immediatamente 
i 5 
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a = ±= ac — n 
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Vedremo ancora dalla sostituzione ohe il coefficiente costante a s 
del termine h k * 2 ' a sarà dato dalla formula 

0 __ a (a-«- i) (a-*- a ) . . ( A-t-as—i). q,., 

4'.i.a.3...» .(a H-/ 2 -+- 1 ) (a -t-/z-+a) (a-»./ 2 -»-j) 

ove a 9ìX è arbitraria, e dipendente da n 9 ed x. 

Se prenderemo A = x — n , otterremo 

__ (ac — n) (x — n--+ 1) (x — n -*-2) (ac — n-+2 s — 1) 

4'.i«3.3- «s.(acH- 1 ) (x~¥2) (ac ■+ 3)...«.(ac -t-s) * M 

Sostituendo questo valore nella nostra serie , avremo avvertendo di 

porre in luogo di h il suo valore — 

* ° m 

A. „=a, (>- n X Jr - _ &0 

i 4‘(*-+-l) 4 a - I • a • (*H-l) (*-+2) 

(*— ") (*— w-m) (•*•— n -4-2 r— 1 ) 

4 ' * 1 • a ’ 3 j (*-t-i)(*-t-2) (*-*-*) 

Questo valore di A,,, non è completo , poiché comprende una sola 
arbitraria a, , ; e se si prendesse per a V altro suo valore, cioè se si 
facesse A = — ac — n, il termine generale a, sarebbe dato dalla 
formula 


0=4= f*- 4-0 ) — 1) (y- 4 -ff— g) (jf-t-n— fa J — 1 ) ) , ^ 

4' • 1 • a • 3 • • • ♦ * (*■ — 1 ) (*— 2 ) •••• (*—.*) *’* 

ove il segno superiore conviene ad s pari , e l’ inferiore ad s dis- 
pari . Ma siccome tanto ac che s sono necessariamente numeri intieri, 
ed s cominciando dal valore o và di termine in termine accrescen- 
dosi di una unità , in qualcuno di questi termini vi sarà nel deno- 
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«Martore il fattore e quindi questo temine, e tutti i sue* 

cessivi diverranno infiniti . Ma facilmente ci convinceremo ohe per 
il nostro oggetto l’integrale particolare ottenuto è sufficiente. Ab- 
biamo infatti 

A*,, = - f (ot-** cos. p )* • cos. x p • d p 

purché si eseguisca la integrazione tra i limiti ^*=o f ^«r, Si 
ha inoltre 

(m->rC 08 . p y = m* n m n ~' cos. <p -+• n m m ~* * (cos. p )* -+• 8cc. 


Moltiplicando per cos. x Q . d <p da ambe le parti , e quindi inte- 
grando tra i limiti p = o, p = r, troveremo che il valore di 

- /(/»-+ cos- P )" cos. x Q . d p t ossia di A,,,, è tutto composto di 
termini della forma 


2 n(n-i)(n-2) (o-ùh- i)r, .* . . 

T , • * • 3 — Vg— f( cos -V ■ co*-**-*? 

Ma h , ed tessendo numeri interi, sarà sempre, allorché h < * 


y (cos. ^ ) * . 


cos. a? p .dp — o 


Onde è manifesto che il valore della formula ^ /'(m-tcos. Q)*.cos.xQ .dp 
sarà espresso da nna serie della forma 

p «•“' -+ q -+■ &e. 

ordinata per le potenze decrescenti di m > in modo che la più ele- 
vata potenza di questa quantità sia n — x 9 il che combina con quello 
che ci vien dato dal nostro integrale particolare. E' dunque inutile 
F occuparsi della ricerca dell’Integrale completo, poiché alla espres- 
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•ione precedente di A,,» troveremmo ohe converrebbe aggiungere 
la quantità 

c m ,„ ( r •+ v. log. m ) 

essendo v l’ Integrale particolare trovato, ed runa serie della forma 

le i ot *"" -3 .+ &c. 


la quale espressione, come abbiamo veduto, non può esser compii» 
cata nel valóre di A„, # , ossia di ^ cos.p ) 9 cos. a? $ . de, ove 
r integrale è preso tra i limiti e=o, *> = **. 

Riprendiamo adesso il valore trovato di A,, « 






jjm" 


■ : — iti -T — — ; *r — t : //* -+• ulu# 

4 • (*-+i) 4* ' 1 * a 1) (*-+2) 


(x—n) (x — n-t-i) (.»—n-<- 2) •••••(■»— n-t-a* — i) , 

4* • i (jr-t-i) (*-t- 2 ) (x-t-3) (*■-*- j) 


• &c. 


e per determinare l’arbitraria a a> „ conviene avvertire , che avendosi 
A,, , = | /(«+ cos. p ) 9 cos. xp . d p 


dovremo nella serie superiore giungere allo stesso resultato, o dif- 
ferenziandola rapporto ad m 9 e moltiplicando il resultato per n a 
oppure variando n in n — t . Troveremo con molta facilità, parago- 
nando il coefficiente di m 9 ~ M ~ l , che la quantità a», „ è determinata 
dalla equazione 

e quindi integrando 

a„, M =p.' n(n — i) (n~a) (a— a?-* i) 

Sarà dunque con queste determinazioni 
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A.„ =*p, n («- 1 ) (/i-a) . . . (n-x+i ) } m! 


— 'h- (*-” ) («wi 4 0 


51 7 

m -+ &o. 


^ (jc-n)(a?~WH-i 1 ) . m — & c. $ 

4*. i.a.3. 5 


Si determinerà inoltre l’ arbitraria p M rammentandoci che la fun- 
zione A s># deve sodisfare alla Equazione a differenze miste 


a ( x •+ 1 ) . A* = 


d A, <jr 
dm 


d A l jr4t 
d m 


nella quale sostituendo l’assegnato valore di A #)jr , avremo dal con- 
fronto dei coefficienti delle varie potenze di m la Equazione 


cioè, integrando 


p, = a (»-+■! ). p 


■X-¥l 


t3t a'” 1 . i .2 . 3 ... ( a; — i).o? 

ed è evidente che nel caso di x = o , sarà p, = a g . Avremo pertanto 


A., =2. L„_ (*-n) (a-n-t-i) 

a' - ', i .2 . 3 ... (a?— i 4.(a?-t-i) 


ra 




■+&c. 


— y( OT-4.C0S.^)’.C0«.«<P.d^ 


ove è chiaro, che posto a? = o, ed n=:0, si avrà a q f dP, 

iàfcgrando tra i convenuti limiti. Quindi sarà 5 — 1« Finalmente 
avremo 

A, f =s n L” ~l) a ì _ . m—’S 1 -+ ìggZg±lliB~* 

a* - 1 ,1.2.3..,. (a; — i)a? ( 4.(ap-M) 


( h- (»-")(^ n41 )(^ g4a ) («?-*-»• 3 ) w - 4 ^ &0 

4M.a.(»-+-i)(a;-+-2) 

^ (x-n) (x-n+l ) (.»-b-+ 3»-i ) m _„ &c 

4'.i.a. 3. .s.(*-n) (x- 1 - 2 ) . . . (ac-v-fi) 
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la quale espressione sarà composta di un limitato numero di tor* 
mini, sempreohè sia n un numero intiero. 

11 termine generale A, 1# della serie 

(wz-r-cos.^) i A,,, cos • ^ A» (l cor. 2^ . . , . A.^ • eoa» ® t ■+ &o* 

fu noto al sommo Euler , che il primo vi pervenne mediante la 
sola induzione. E quantunque il precedente sviluppo di (m-+cos.*) m 
sia molto complicato , perchè composto di un infinito numero di 
termini, ciascuno dei quali è una serie infinita, pure la eminente 
utilità che porge per le approssimazioni dei moti celesti, e per la 
Teoria delle loro perturbazioni , ci compensa bastantemente della 
sua complicazione . Può vedersene una applicazione assai importan- 
te nella Meccanica celeste del Sig. Laplace al Gap. VI. del secon- 
do Libro. 

LIX. 

Dalla generale espressione di A, |jr si potranno ottenere varj altTi 
resultati . Prima di tutto avendosi A„ f = _?_/ (m+cos.p Y . cos. xp.dp 

V ' 

se differenzieremo rapporto ad a, e supporremo quindi n — o , 
av rasai 

^ m-*-cos.<PY. cos.xf.dp. log. (oth-cos. <p) 

dn r 

e supponendovi /2 = o, si avrà per resultato 

—! i*>g. c m -+ cos. p ) n . cos. xp.dp 

Avremo dunque il valore di questo integrale tra i soliti limiti , se 
differenzieremo rapporto ad n la serie ottenuta per A Brfr , e quindi 
supporremo n=o. Si eseguirà molto semplicemente questa operazio- 
ne, osservando che fatta la differenziazione del primo fattore n 
del termine fuori delle parentesi « potremo risparmiarci le ab 
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tre, lé quali conservando tutte il multiplo n daranno dei termi- 
ni = o allorché vi supporremo n = o, come dobbiamo. Con questa 
osservazione si troverà immediatamente 


—— J l°g (pi-+cos.p) .cos.xp.dp= : 




m 


x 1 a?(ar-^ 3 ) i 

m* 4*. 1 . a /a 4 


4 


ac ( jc-m) (jPH-5) i a;(a?H-5) (a?-t -6 ) ( ac-t -7 ) 1 


4‘ .1 .a .3 


m 


4 4 . i • a . 3.4 


&c. 


m' 


^a?(a?H-g-*-t)(a?-+-s-i -a) (aM-SH-5),.. .( ac-t-as-i) 1 

4 '.i.a. 3 ...s m *' 



ove il segno superiore conviene ad ac dispari, e l'inferiore ad oc pari. 
Ila abbiamo fino di sul principio trovato che 



/%•( Iti -+ COS.$).COS.XQ'd $ 


±= (« — v'C®*- 1 ))* 


dove il duplice segno deve essere determinato come qui sopra ; sa- 
rà pertanto, paragonando i due valori di 

-JL f log. ( m ■+ cos. p ) . cos. x P . d <p , 

T 





I -+ 




s(a?-»-3 ) 

4M . a 



a?(a:-+ 4 ) 

4’. 1 .a . 3 




formula assai osservabile per la sua semplicità. 

Differenziando da ambe le parti rapporto ad m , si avrà, di- 
videndo per d m 


_ a : O-y/ ("**-*))* * 1 j a? 

a' 772'*’ 1 m 


x (y-t-a) 1 

4 tu 1 


*(*-*- g ) ( ac ->• 4 )* « 

4M. a /a* 1 
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e dividendo membro per membro la eqtnzione superiore per la in- 
feriore, si avrà, togliendo il divisore comune x , e riducendo 



V(/n*-i)= 


_» 1 _^ x(x-+3) 1 _ j*(aH-4) (a?-*-5) ji_ H-&0- 

1 4 ' vi * 4 * • * • a m 4 4 ’ • 1 • a ^ vi* 

i ~ (a?-ra) i _^(a?-fr5)(a>4-4) 1 ^(jch-4) («-<-5) (*-*-6) .-1 -+& 
iti 4 to’ 4*1.3 in 1 4’- i.a.3 ro 7 


ove è notabile ohe a? è arbitrario, e può esser qualsivoglia nume- 


ro intero. 


LX. 


Riprendiamo ora il generai valore di A»,» 3 che abbiamo tro- 
vato così espresso 

a = n C ^ - 1 ) ( n - <1 )- A n “ x '+ i ) . m *-A 4 (f^«) (5-3-+0 # _L 

M a* - ’. 1 .2.3..;. (ac-i )a? £ 4 , ( a *- M ) 

’ 4 *\ i.a.(a?-+i)(ac-f‘ir) m* 

Questo è il termine generale della serie 

( ffi-t- cos ■ $ )* = A *+ A,., cos . p -+■ A*,* cos. a p-r- A,., cos. x Q -*• &o. 

Se nel valore di A,,, si supponesse n negativo , quantunque intero , 
la sene (E) sempre anderebbe all’ infinito. Pure abbiamo veduto, 

che nel caso di n negativo, la formula (m -+ cos. p)" , ossia - — — — . 

allorché n è intero, si può sempre svolgere per i coseni degli ar- 
chi multipli di <p in modo da ottenere sotto forma finita tutti i 
termini A, A,, A 4 , 8cc. della serie 

1 = A - 4 - A, cos. p + A,cos.a e -4- &©. 

( WJ-4-COS. $)" 

ed abbiamo in particolare o c servato, ohe si ha 

A = =t y/(m*-t) 

ì.a.ò.. .(n-i) 
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ove il segno superiore conviene ad n dispari , e 1* inferiore ad n pari. 

Prima di vedere come dal metodo usato possa sotto altra for- 
ma aversi questo valore, avvertiremo che col segno A B-jr indichere- 
mo il termine generale dello sviluppo per i coseni degli archi 

moltiplioi della funzione ? , avendo indicato col segno 

r (m-+cos<py ° 

A,, il termine generale della funzione (m +- cos. <p)" . Con questo 

modo di scrivere sarà 



±= 


t 

i.a.3.. 



1 

s/m 1 - i 

dm H ~ l 


ove il segno superiore deve preferirsi se « è dispari, e l’inferiore 
•e è pari. 

Riprendiamo dunque la generale Equazione (H) 



d' A. , 

dt rfl* 


n(a»-i)dA llf (/a 1 — a:*) . 

• : — — , **»,* — ° 

i - m dm \-m 


e facendovi a?=o, ed n negativo, si avrà per esprimere il valore 
di A_,^ la Equazione 

<f* A.,., m (aa-n) d A_,, 0 i£_ ^ _ o 

dm 1 ai — ì dm. vv — \ ~ * # 


In luogo di A_^, 0 si sostituisca la quantità — r 

(ot*-i)*~ 5 

la trasformata 


ed avremo 


4 »(3-aa) dy_ ^(n=l) 
dm 1 m -i dm m 1 - 1 ' ^ 


Questa Equazione, confrontata con la generale (H), ci offre una 
osservabile relazione. Se infatti nella Equazione (H) sifarà a?=o, 
e si varierà n in n - 1 , otterremo per esprimere A,. l>0 la Equazione 
ió 
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A«_„. m(3=ùn) J (« — M 0 = o 

dm 1 m* - i <£ »» m*—% 

clie è adatto simile alla Equazione in ^ . Sarà dunque generalo» ente 

c 1 A,_ Il0 

essendo c una costante arbitraria, ed .y» ed A„_,. 0 i completi valori 
ohe sodisfanno alle Equazioni a cui appartengono. Ma abbiamo 
per supposizione 

^ = A_, )0 

Quindi sarà sostituendo 

A„_ l)6 = c ( m* *• i )* -i A_, i0 

Vedremo in appresso qual uso possa avere questa relazione; per 
ora liprendiamo la Equazione in y % e tentiamo d* integrarla . 

LXI. 


Questa Equazione iù_y è la seguente 

d 1 y jn(3—an) d y_ 
dm* m 1 — 1 dm 


— 0 ^ 

2 — ì y 


Introduciamovi in luogo di m la variabile a ed incontreremé 

h 

la trasformata 

/f (i-7i*)^0-4. h ( a/ 2 ~l- 2 ?i*) . (/W) 1 >=0 

E facendovi 

y == a„h^+ d un W^* ■+ a lt , h^* * a,,, *h *■*•* -+&U. 

proveremo a detefminato dalla Equazione , 

(a-+/ 2<* r) i = © 
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ed il termine generale a dato dalla formula 

a,,. — . a. A(A^i)(AH-fl ). ..,(A^.a^i) 

4". 1*3.3... .S (a-+/ 2) (A4n-fl)(A-+B-f*)..,. (A-+/ 2 -t-s-i ) 

ossia ponendovi A = — (n-i ) / 

Qtm = au ( w ~ 1 )(« — 3)(u — 3)....(/2-4-as — a) 

4 ’. i a*. 3 *. 

ove o, è arbitraria, dipendente da n 

Sostituendo questi valori nella Serie assegnata per j'/ed av- 
vertendo che h = JL , sa rà 

m 


jr=a, jm" 


(^)(^) OT ,- 1 _ | (/r-i)(n -a)(/2-5) (n-4) 


4M. a 1 


/72 


»— J- 


&C. 


Questo valore di y, quantunque particolare, perchè compren- 
de una sola arbitraria, pure al nostro oggetto è sufficiente. Per 
convincersene conviene osservare che il valore unico di A dato dal- 
la Equazione 

(T-+ »-i )*s=o 


indica, come è noto, che nell’Integrale completo deve esser com- 
presa una parte trascendente, e che all’integrale particolare otte- 
nuto deve aggiungersi la quantità 


&«(Ph- qlog.m) 

essendo b n una nuova arbitraria, p l’integrale particolare trova- 
to, e q una funzione di m . Ma nel nostro caso il valore di y bi- 
sognandoci soltanto per ottenere A.,,, dalla Equazione 


A ~- -Ttr-ij-i 
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ove A_.,,= — f ( n _f C Q S py tra * P — O9 9 — *1 conviene oh© 

questo stesso valore di y soddisfaccia alla Equazione sopra otte- 
nuta (lx) 

oy = A,_„. 

ove per A„_ Ilo non già eia stato preso il completo valore dato dalla 
Equazione Differenziale che la rappresenta, ma bensì quello che 
conviene al primo termine della serie che esprime la funzione 
( m -+■ cos- <p ) n ~' svolta per i coseni degli archi molti plici. Ora que- 
sto valore di A„_, e sappiamo che non può comprendere alcuna parte 
trascendente, poiché come ci è noto (lviii), non può contenerla 
neppure la quantità più generale A*,,; Quindi acciò con tali con- 
dizioni sia sodisfatta la Equazione 

a J— A,_ I(# 


è necessario assumere per y quell* integrale particolare che non com- 
prende la trascendente 

Riprendiamo dunque il trovato valore di y 




t 4 

ora noi abbiamo per supposizione 


4 ', 1 . a J 


A_„. = 


Quindi sarà ancora 


(m 1 — i)"-J 


4 «. ('J-iX'm) , ('»-0(«-a)(n-5)(«- 4) & ì 

( m * 4 — “ ^ fTHT ■“ - j 


la costante a„ si determinerà osservando al solito che 
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e che in conseguenza si giungerà al resultato stesso o variando nella 
quantità A w ,. n in /2H-1, e moltiplicando per n oppure prendendo 
negativamente il ili fiere oziale di questa quantità medesima rapporto 
ad m. Facilmente troveremo assoggettando a questa condizione la 
•erie trovata per A_,, ## dal confronto dalle varie potenze di m, la 
Equazione 

72 Cl | ss 72 CL jg^j 


Cioè a w = q , essendo q indipendente da n . Quindi 


» * r 1 < 

* 1 (jn+cos.py (ib’-i)" - * ! 

onde facendo n = i , sarà 


/7t 




1 dp g 

** ^ m-+cos.Q (ot*— i) 


Ha abbiamo (xvm) 


i „ d<p 


/' 


. m* &o. 




» ^ m-^cos.p (/n*— 1)£ 

Quindi 5 = 1. Con questa determinazione sarà finalmente 


”• (oi'-i)-Sj 4 4M. a* 


«+ &0. 


La quale espressione terminerà sempre che sia n un numero intero. 
Ha in questa supposizione abbiamo 



±5 


1 

1 .2 .3» •• • (/l ~“ “0 



1 

y/m 1 — 1 

dia'-' 
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ove il segno superiore ha luogo se n è dispari, e l’ inferiore se è 
paii ; sostituendo dunque questo valore di A„ ftt nella Equatione 
qui sopra 9 avremo 


à' 


— I 


V tri— \ 
dm'- 1 




1 . a . $ 






-i 


m 


■— I 


(n — a) (n — a) 

4 


nt 


r *“3 


(U-1) (/2~2) (tt-3) (/2 — 4) 
~ l ‘ 4\ ì. a*. 


m""' •+ &c. 


Se da ambe le parti divideremo per y/ — • 1 , si ha primieramente 


V-i 

ed inoltre essendo 


— . d-' — 


y/m 


— d- 1 - 


Vi —Tri 


diri~ l 


dm— 1 


( m'- 1 )-i = ( — i )- ^ ( 1 - ni* ) = ( v - , ( i - w* )-i 

sarà ancora 


V — 1 • {tri— i)*'i = =* ( i — tri )— § 

ove il segno superiore dovrà prendersi se n è dispari e 1* inferiore 
se n è pari. Sostituendo qnesti valori nella formula 


d*~ l - 

i Vm'—i i.a.3 ....(/? — t) { 

V — 1 d m.—' ~ ^ (v'-i) {tri— if~i J m 


(u-i)(n~o) 

-■■■■ / v . — m m i 


(n-i)(a-aXa-3Xn-4) . 

fi.?: - 1 " 
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ove per i segni convien attenersi alla regola stessa che vale nella 
Equazione .* 

(\/ — i)(/7x*— i)*”S — =* (i— 

noi otterremo immediatamente 


i.Q.3...(n — 1 ) ^ 


(*- 0 (”~ 2 ) 
4 


m"-* 



Serie che Euler ottenne il primo per induzione , e che in seguito 
con diversi metodi Lagrange, e Laplace dimostrarono. 


LXII. 


Il valore di A_,, 0 si è pertanto ottenuto sotto due differenti 

forme, una delle quali è *= i * a * 3 (/*— i) d 9 ~ l - — - — ; e sic- 

J y/ m*~~ l 

~dai u - T 

come A_„,.è dato dalla Equazione (lxvii) 

d 1 A_.,« »(2n*i) d A_,.. n* . __ 

dm* in 1 **! dm " + m’-i * ° 

cosi a questa soddisfarà il valore più generalo 



a d n ' mt 


ì 


d tu*-' 


c Conosciuto tìn integrale particolare di questa Equazione , ne ot* 
terremo l’ integrale completo prevalendoci dei noti analitici artifizj, 
• lo troveremo così espresso* 
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Resultato che sarebbe molto diffìcile ottenere a pnori. Quindi ap- 
parisce che qualunque numero intero sia n , potrà sempre aversi sotto 
forma finita l’integrale della Equazione 

d y x m{p. n-\ 
d /»* m l — i 

ore M è una qualunque funzione di m. 


) dy n * -- 

L — Z- -+ - — y =s M 

dm m—l 7 


LXIII. 


Osservammo poc* anzi (i-x) cbe tra le Funzioni A,, A_* ># 

passa un rapporto assai osservabile, determinato dalla Equazione. 


A..,,. = a («*— i)-i A_.,. 

purché ciascuna della quantità A„_,, # , A_„ t , rappresenti il valore 
completo che in luogo di esse sostituito nelle respettive Equazioni 
differenziali a cui appartengono le riduca identiche . Abbiamo qui 
sopra trovato. 


A_„ * = d n ~' 


d m 


i a- -V ) 

d m ' i K ' a 2 v 

d w'-; 


E sostituendo questo valore nella Equazione 
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A„_„. = <*(«* - i)H A_,,. 


si avrà 


A 


*’ V ' \ZtTI 1 —! 


■> 


m 


an-n 


d— — V-) 

d m*~ l j 


fòrmula che rappresenterà il completo integrale della Equazione 

d’ A„_ |0 w (3-2/7) d A,_ Ii0 (/7-t)* A 

■+■ : * — ■; *+ = C 


d «»* 


m — 1 d /» w J — i 


LXIV. 


Le due Equazioni qui 9opra trattate non sono che casi parti- 
colari della generale Equazione (H) 


(H). 


rf‘A„, 

d ai * 


777 ( 277— -l) ±K ± 

1 - ni' dm 


777 -1* 


A 


»> K 


= o 


Ed ambedue si sono da questa dedotte supponendovi x = o ; e nfellif- 
prima n negativo, ed n positivo per la seconda. Ma la Equazione' 
(H) è anoh’ essa capace di una Evoluzione generale, ed è suscet- 
tibile di un integrale completo , come abbiamo veduto succedere 
nei di lei casi particolari qui sopra assegnati. Per convincersene,^ 
serveremo in primo luogo che la funzione A, , essendo il termine 
generale dello sviluppo di ( 77 * •+ cos. <p )’ per i coseni degli archi 
multipli, si ha 


A.,„ = \ f (m-+coSi <p) n cos. x p . d $ 
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Se adesso supporremo n intero « e negativo, abbiamo 


A_,.„ = 


c .-, («v(«*-i)y 

i) 


1 ' 3 • 3* * ••(«-!) do'"' 


come fino di sul principio si è veduto ottenersi dalle successive 
differenziazioni delia Equazione 

-&0.) 

Facciamo dunque nella generale Equazione (H) n negativo ed ot- 
terremo 

d* A_. tJr m(iB4t) dA.,., 

j i ■+ j ' '"j m ”*■ i < A—*, j» 0 

estro ro — l aro ro — 1 

alla quale soddisfarà in conseguenza anche il valore più generale; 

A = a d~ 

V( ml — 1 ) 


d m*~ l 

E da questo integrale particolare dedurremo ool solito metodo l’ in- 
tegrale completo, che sarà 

A_, , = )) • |c *f { «±1 I d ,-, (f W(^)),|- 

viabili / » v ì ™-') > 

d m—' l L d ro*"' J 

Ed osservando che si ha 

d (ro— y/Cro*- i)) # (ro-ytw*-!))* 

dm ”” * v'( /n ’~ ^ 
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otterremo, mutate le costanti 


* 3 v 



d m* 



d m 


f dm" 



LXV. - 


Pertanto la Equazione generale (H) è suscettibile di un inte- 
grale completo, e finito nel caso di n negativo. Se fosse n positivo 5 
se ne otterrebbe parimente il completo Integrale, deducendolo dal 
caso precedente ed appunto come il valore di A,, . si è dedotto 
dal valore di A_„, 0 , cosi esprimeremo la funzione di A,, , per mez- 
zo della funzione A_,,,. Per dimostrar ciò, riprendiamo la Equa- 
zione (H) 

(»n— i) d A,. , (a* -le') . 

da' l — m‘ dm 1 — m' 

Cambiandovi n in — n, sarà A_„ t# determinato dalla Equazione 



d'k-n,, (2n^i)dA_, f 

; — - -+ m - — — - — - 

d m* in — i dm 


(n*-ar*) 


A 


— •»» 


© 


Pongbiamo adesso 



ed avremo la trasformata 


d*.y ( 3 -a/j)w t dy (n—i )*■«* 

d m a d m m*-i 


ebe è affatto simile alla proposta (H), ove in luogo di il è stato 
sostituito n— 1 . Quindi generalmente avremo 
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ì3% 

Ma si ha 

y = (/a* — i )— * A-,,, 
cioè, eliminando y tra queste due Equazioni 

A._ Iljr ~ a (/«* — i)’“* A_.,„ 

Quindi cambiando n in n+t , avremo 

A»,# = ) 1 A_(«-»,), « 

/ 

Abbiamo qui sopra (lxiv) ottenuto il completo valore di A_, f „ ; cam- 
biandovi n in n-r 1 , e sostituendo il resultato in questa Equa- 
zione , si avrà 




I 


(«’->) 


d m 

an ~tl. ^ d’** ' (ot- V ( n 1 — ' )) r \ 

2 j d~m"' ' j 


obe sarà il completo integrale della Equazione (H) nel caso di « 
intero, e positivo. 


LXVI. 


Se fosse proposta dunque la Equazione differenziale 

d\y [ >n(an-i) dy M 

4 m* ~l — m‘ 4 m l— w 1 ' 

ove, M è una funzione qualunque di m , coi metodi precedenti se 
ne otterrebbe sempre T integri completo» purché sia * un nume* 
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ro intero positivo , e a parimente Intero, positivo, o negativo, poi- 
ché è noto ohe nelle Equazioni Lineari resistenza di un termine 
iodipendente da y non accresce la diffiooltà della integrazione . I 
resultati ai quali siamo pervenuti , oltre ad esser difficilissimi a 
dimostrarsi a priori offrono una singolarità molto osservabile, ed è 
di presentare nell' integrale di una Equazione differenziale una delle 
costanti in questa contenuta, come esponente di differenziazione < 
Se nella Equazione 

d 'y ^ i) d y _ ("WO M 

dm 1 J — ni 1 dm i-m 1 * 


introdurremo in luogo di m la variabile 77 , avremo la trasformata 

D V » 


d 'y .. r /*r / \ d y 


(V)..4& a (A — 1 ) -+• h (6h - 4 (OH- 1)) 


d/1 


(x'-n')y = H 


essendo H funzione di hi e questa Equazione ammetterà un inte- 
grale finito se n , ed x saranno numeri interi . La Equazione ( V ) 
è un caso particolare della Equazione 

a* (a + 6z*) ^ z (cH-ez*) ^ -r (f+gz*) y = Z 
la quale, posto z*=s si riduce alla più semplice forma 

i’(« + ìO^ + s ( c ’ + ") - d y s •+ (r -♦*'*) y = s 

Di questa Equazione molto si sono /occupati Euler, Pfaff , ed altri 
Geometri per^ sviluppare i casi in cui ammette un integrale finito; 
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e le cose precedenti aggiungono ai già conosciuti , dei casi d’inte- 
grabilità assai estesi. 

Anche la equazione 

o la sua Equivalente 

( or’ m * — 1 ) iLl fc'w - A y - -V c'jr = M' 

^ 'dm* dm 

ove g' = — le = — c' =3 — M' =— y, si può ridurre alla for- 
ma della Equazione (V). Introducendovi infatti la variabile £ in luo- 
go di ni, avremo facendo a* g'= l 

che è ridotta alla forma (V). Potremo assai moltiplicare queste 
riduzioni , ma qui non ci tratterremo davvantaggio sopra tale 
oggetto . ^ 

lxvii. 

La Equazione differenziale (H) esprime il termine generale 
della funzione ( m -+ cos. <p )* svolta in serie per i coseni degli archi 
multipli ; E così come ci siamo contenuti in questa ricerca , abbiamo in 
maniera analoga operato sviluppando in una serie della indole medesima 
le funzioni log. (m-t-cos. p), &c. le quali tutte si comprendono sotto 
la forma generale F ( tn -t- cos. , e individualmente per ciascuna ah- 
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biarno ottenuta una Equazione differenziale, dalla quale abbiamo 
dedotta la natura del termine generale A, della serie 

A 4 A, cos. p -*• A, cos. 3 <P • . : ... VA, cos. x p • 

Proponghiatnooi adesso il seguente problema . Data la funzione 
-rcos.p), determinare generalmeate la natura della funzione 
3?, acciocché sviluppando F ( m 4- cos. p ) in serie procedente per i 
coseni degli archi multipli in modo che sia 

^ cos, p) =*A -+ A, cos. p -t- A, cos. 3 p -+ A» cos. ac p4-. .. 

possa il termine generale A, esser rappresentato da una Fqnazio- 
ne differenziale lineare, del secondo ordine* 

Supponghiamo a tale oggetto 

z = F (m 4- cos. p ) 

ed avremo 

(È) « 

^ (■ m ~* cos ’P)~- (cos.p') F" (jn -+cos<p) — cos . F' (/u-+cos.p) 

moltiplicando la terza equazione per P , la seconda per Q , la 
prima per R, essendo P* Q, R funzioni di m indeterminate, ed 
aggiungendo la loro somma alla quarta, avremo, chiamando ^ F 
per maggior semplicità la funzione F ( m 4 * cos. p ) , 

(£) -'(£)-«(£)-** 

= P* - (coy .*)■ F' + P F" + Q P R F - CO), p V (K) 
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Abbiamo ora per il Teorema di Taylor 
F ( m cos. <p ) = F ri -4 eoa. Q F* tu *4 cos*p F" tu -+ &c* 


a 


onde avremo , sostituendo nel secondo membro della Equazione (K) 
dopo semplici riduzioni 


<* 


UfJ \dm*J • \dmJ 

»(Ph-i )F y n-+(P -*-i)F^oicos.<p-i-^t^lF , ' r m .cos.'Q 


( P -4-1 ) pv m < cos ì <p -r." F x ^ l) /7i. cos. x <P 

2*3 


-Q Fot h-QF*»!. cos.p-»- ? . cos.’ <f> 


Q F ,v m , Q 

x COS. $- 4 . . . -+ 


F ( ""> m . cosSQ - 4 . . . 

_- 3 r -• a 3 #a; 

4RF»I4(R- i)F'm. cos $>-+ F'/r.cos.’p 

3 

. F" m . cos.’ £> -4- ... -4 — F x > m cos.* p *+ . . 

a. 3 a.^..a? 

Se ora , qualunque sia x , faremo 

( P - 4- 1 ) F c ^ l) /tzh-Q F ! ~° ot -4 ( R — a? 1 ) F : *> m — o 

svanirà il secondo membro della Equazione supcriore., ed avremo 

■ (£)-’©-« (£)**— 
alla quale equazione lineare a differenze parziali soddisfarà 

z = F ( m -4COs.<>) 

purché sia F n in modo determinato che si abbia 
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= 0 


(*■+») 


d { *^Vm 

dm" 2 


■+Q 


F m 


-+( R-a?*) 


> <ì*Fot 

dm* 


Facendo^ = — — — , sarà F ro = /'jr d ot* , ed j- dipenderà dalla 
et //t 

Equazione lineare 


(Ph-i) 


^y. , a dy 

dm 1 ^ dm 


-+- (R-« ')y = o 


Integrando questa Equazione avremo il valore di y che sostituito 
nella formula 

F m — f* y d m* ' 

ei darà Fot con a? -4- 2 costanti arbitrarie. Qui conviene avverti- 
re che il valore di Fot così ottenuto conterrà nella sua espressio- 
ne la costante a?; ina dovendo esserne F m indipendente, converrà 
in modo determinar le costanti che la x non vi apparisca, poiché 
la Equazione (II) deve ^esser sodisfatta indipendentemente da a?, 

LX Vili. 


Questa osservazione ri oondurrk alla soluzione del nostro pro- 
blema . Iìata la funzione F ( m -+■ con. <p ), se dovrà soddisfare ad 
una Equazione a differenze parziali della forma 


/*\ _ Q /d*\ _, Ra = 0 
\ d< P J \dui l J \dm J 

conviene che la funzione F m soddisfaccia indipendentemente da x 
olla Equazione (R) 


(R) (Ph-i) 


d*** F ot q d*^' . F m 

d m*'* 1 d m xl " 


(R— a;*) 


d* Fot ___ D 
d in* 


e se potremo determinare P, Q, R ib modo che una tal condi- 
zione sia verificata » facendo 
18 


1 
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5* J \dm* ) \dm) 


jc= A .+ A,co.9. A* cos,2Q 
potremo sostituire questo valore nella Equazione 
[ d*z) 

w 

ecl eseguita la operazione, troveremo che A* dipenderà dalla Equa- 
zione lineare del 2.' ordine 

P -4-0 - 4 . (R — *‘) A, 5 = o 

d (n l dm 

Sia proposta per esempio la funzione 

Zz=(rn-+ C 08 . py 

avremo Fm = m"i sostituendo questo valore nella Equazione (R) * 
sarà 

(n-x) ( 72 — or- ì) -+- -S- («-«)-*’ R- o 

771 1 

che può verificarsi indipendentemente da « purché le funzioni 
P, Q, R soddisfacciano alle condizioni 

B (n-t)H.2£+R=. 
m* m 


, P*M Q 

,-zn) — • — « 

y m* m 


P + l __ 


m* 


-i=?=o 1 


onde ricaveremo 


P ss m* - i 


Q=( i-an)m 
R=«* 
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E sostituendo questi valori nella Equazione 


p£*i 4 o^ + (e-« , )*,=o 

dm' ^ dm K ' 

troveremo che il termine generale A, dello sviluppo di ( m- J t-cos.<py 
per i coseni degli archi moltiplici sarà rappresentato dalla Equazione 

t A. -+ m t»»- 1 ) dA - _ (£"=0 A,=o 
d/n* i — m l dn* i — <n* 

come abbiamo già ritrovato (lxii). 


lxix. 


Viceversa, se sia proposta la Equazione 


d w* 


dove siano P, Q, R funzioni comunque di /n, ed ar un numero 
iutiero, acciò essa ammetta un integrale particolare della forma 

A, s=/F cos. p) cos. x <p d 

integrando tra i limiti <P = o , Q — t ; converrà che F m soddisfàocia 
qualunque sia x alla Equazione (R) 

✓ N d* + ;F/n d'-’ F m /n ^ d*V m 

(R)......(Ph-i) -4- Q f (R - «’) -r-r =0. 


a/n 


d /«* 


Per dedurre il valore di F nt, incominoeremo dal ridurla più seni- 

O R 

plice, dividendola per P -+ 1 * e fatto jjT^Ti =H, p^T7 » K # 
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t 


F ■+ 1 


L , la .nostra Equazione (R) prenderà, la forma 


d M Vm n d”'Vm 
dm”* ’ +M ' d/n" 




= o 


Questa Equazione deve aver luogo qualunque numero intero, e po- 
sitivo sia xi se dunque varieremo * in x -+ 1 , avremo la Equar 
zione 


d**' F m 

d m x_VJ " d m'"* 


{ K — L ( *-n )• } 


dr** F m 

dnt^ 



Ma differenziandola rapporto ad m avremo anoora 

d** 1 F m d*^F m $ d H v ) d™ F m 

~d^~ H ‘ | dm ** K L \ d 

t dL\ d x F m __ 

" + ( din ~~ X ' dm ] dm* “ # 

E sottraendo l’una dall’altra, otterremo 


E quindi 


if w ' E m 
~d m x + l 


< ,<?L 

v X 1 

( dm 


d K 
d m 


d* F 


m 


d m 


( l 2X-+ l)L» 


dm* 


= o 


* _ * 
dm dm 

rfH . .. m 


Da questa formula otterremo integrando il valore di Fm con «-+.1 
contanti arbitrarie, le quali se sarà possibile in modo determinare 
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ohe F/n indipendentemente da x sodisfaccia alla Equazione 

/tl N d'+'Fm r, d'^Ym flQ ^ d* Fot 

"■<* * ( R- * ) -^-=® 


d m* 


d m* 


avremo allora 


A, = fJ?(m-*co8.Q) d$ • cos, xQ 


che soddifarà alla Equazione 

P d ' Ax - -+ Q d Ax 


d ot’ 


d m 


~ ■+ (R-a? 1 ) A x = o 


purché l’integrale sia preso tra i limiti P — o 3 <p = r, 


LXX. 


Abbiamo osservato (lxviii) che se nella Equazione a differen- 
ze parziali 

si sostituirà in luogo di z la serie 

A-+-A I cos.<p^-A l cos.a<p-+- A, cos. 3<p A, cos. x p -+• Sco. 

otterremo, sodisfacendovi indipendentemente dai coseni degli archi 
moltiplici la Equazione differenziale 

^ h.(R-«*)A.=o 

dm 1 dm 
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la quale determinerà il termine generale A, della serie che espri- 
me il valore di z . Questo valore essendo determinato da una Equa- 
zione lineare del secondo ordine, sarà generalmente della for- 
ma A,= c # -+ c \ . y x , ove c,, c\ sono costanti arbitrarie, dipen- 
denti da x, e J,, y x sono funzioni di ed x . Sostituendo que- 
sto valore di A, nella serie 

z = A -i- A, cos. <p ■+ A, cos. a p ■+ A, cos. 3 p -i- &o. 
noi avremo un’integrale della Equazione a differenze parziali 



con una infinità di costanti arbitrarie. 


LXXI. 


Ma per giudicare del’a generalità di questa soluzione, ripren- 
diamo a considerare la Equazione 

dm' * im 


d m 


Facciamovi A * — q x .p** ove sia q, funzione di m , ed x , e p fun- 
zione solamente di ni. Noi. avremo 


cfA, dg, -, q d£ 

dm dm dm 


— (a?-l) p* *. q x . ~~ 

•- v ' r * dm 1 


dm 


t=P Z±^ X P 


diri 


dm dm 


d 1 p 

-,* P 


Sostituendo quindi nella nostra Equazione, avremo la trasformata 
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(R-a c')p*-q t 




Facciamo per sodisfarvi 

P h*V -* fa* Ir. P-i-Qp) •+ } p«* ‘* P ; + (R-«’)p* 1 2 =0 

* </m* V dm xr ) dm ( dm ) 

■ 1 

Qpil ~P .+ P p iLP = o 

dm dm 1 - dm* 


Supponghiamo adesso elle da questa seconda Equazione si abbiano 
due valori particolari di p , che chiameremo u » s a e dalla prima 
si siano parimente ottenuti due valori particolari di q x 9 c ^ e 80 P" 
pongo h X9 k X t egli è chiaro che avendosi A* = q x p% 8ar ®’ valore 
completo di A x 

Aj —— Cj h x • u ^ c x • k x « s 

essendo c,» c', due costanti arbitrarie. Sostituendo questo valore 
nella serie 


z — A-t- A, cos . p ■+ A* cos. 2 p •+ A, cos. 3 p ■+ &c. 
noi avremo 

a = c, c, h^u .cos.p ■+ c x h x u % .cos.t P-t- c,. h, . u’ cos. 3 <p 
-+ e» jfco •+ c', fc, . s cos <p ■+ c' a . Jfc, s* . cos. a p •+ c\ . k, . s* . cos. 3 p -+ &c. 
Espressione che soddisfarà alla Equazione a differenze parziali 

(£) * ”(£) -«(=)’“" ' 
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LXXII. 


Consideriamo adesso la serio 

E = c 0 h, -t-c, h t . u . cos . <p -+ c, h t . u * . cor. a p c, fi , a* . eoa. 3 * -+• &o. 

svolgendo i coseni degli archi molti plici per le potenze dell’ a reo , 
ed ordinando il resultato per le potenze di P, avremo 

E = c, .A,. c t h x .u'-+ c, fi, a 5 -+&c. 

— | c l h l u •+ a* . c, h x .u -*■ 3* . c, A, a’ -+ 3 co. j 

- < c, fi, t/ *+ a 4 .c 4 .h a .w*-4- 3 4 . c,fi,.w J -+ &c. 5 
2 '^‘4 ( J 

— &c. 

Suppongh'amo ora che con quahivoglia metodo siasi trovata hi 
somma 2„ della serie 

2, = c 0 fi u ■+ c, 7i , u -+■ c* . 7i, . u 1 -+ c, Ti, ■+ &o. 
noi avremo anche 

c, fi, zz - 1 - 2 4 c~ fi, u 1 -+ 3 1 Cj fi, «’ -+ &c. = S - 

d u * 

c, fi, w a 4 c, fi x u*-*- ù* CjhjU'-r &o. = 

da 4 

&c. 

Costituendo questi valori nella espressione di E ordinata per le 
potenze di <P s avremo 


E=2«~ 


<p* ududl a <P 4 udududud 2, 

— H — 

a </«* a '5 . 4 du* 


— &c. 
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Se adesso prenderemo a considerare 1* altra serie 

E' = c\ fc, -+• c\ k t , s . cos. ^^ l c\k 1 s 1 cos. a <p Sco. 

noi potremo effettuarvi le stesse trasformazioni. E facilmente si ve* 
drà che facendo 


(d£ 

w 


*•5) 


c o ko ■+ c i k i » s ■+ c j 5* ^ c j fcj 5 ' -+■ ... 

noi avremo 

■pu Y, <p* sdid r, sdsdsdfid # < 

** "■ _ y M* _ *~ *“ cCC. 

a di-, a. a. 4 as 4 

Abbiamo veduto che alla Equazione a differenze parziali 

p (32) * « (£) - 

•i sodisfa mediante il valore di z 

z = c 0 h 0 -+ c, h t u . cos. e -+ c 1 h t . ti 1 cos. % p - 4 - &©. 
’+c'vk ,, ■+ c, fc, s .cos.© ■+ c' a fc 4 . s* cos. a © -+. &c. 
ossia mediante il valore 

z = E^E 

Quindi sostituendo per E, ed E' le espressioni trovate , si avrà 

^ _ ©* udud r *♦ udududud v Q 

.% = *,— — . — . — *« -+■ — Z - — — occ. 

a au* a . 3 . 4 a a 4 

a* sdsd v e 4 sdsdsdsd w # 

JL- , - T '-+ — : T ‘ — 5«3. 

a us* 3.0.4 as 4 




*9 
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Tutto pertanto consisterà nel ritrovare i valori di £, , e di Y, , 
ossia nel sommare generalmente una serie della forma 

c 0 h 0 -+c l h l U"+ c, h 2 u* *+ c, h , v? ■+ &o. 

nella qual ricerca il Teorema di Parse vai che abbiamo precedente* 
mente dimostrato, e generalizzato può spesso esserci utilissimo. Re* 
sulta infatti la nostra serie dalla somma dei prodotti dei coeffi- 
cienti di y nelle due serie 

c 0 •+ c, uy •+ c a u' y*-+ c, u* y* -+ c+u 4 y 4 -+• 8cc • 

h.-+h, y+h 2 y*-+h i y* -t- h A y 4 -*... 

La prima di esse, a cagione delle infinite arbitrarie rappresenti 
un’arbitraria funzione di p y , che chiameremo Vpy\ ed ottenuta 
la somma della seconda serie , la quale sarà una funzione determi- 
nata di m , ed y, è chiaro che nella espressione della qnantità 

£, — c 0 h 0 -+-c l h l u-+. e, h 2 u 1 ■+ &c. 

sempre sarà compresa una funzione arbitraria di u . Lo stesso deve 
dirsi per la fuuzione Y, 


LXXIV. 

Riprendiamo attualmente ia espressione di z precedentemente 
trovata 

Z=s„-_?1 udt,d *■-. ^ totadudud t. &0 . 

a du x a. 3 . 4 da 4 

0* scfsd w ó 4 Jtdsdsil.sdy 9 

h-Y J rL. - — T < -+ r —Scd. 

a ds % ai 3. 4 ds 4 
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noi abbiamo veduto, artio. (uv) che posto u = y , si ha sempre 

tidudu .... d" 

“dy * 

Quindi la prima linea del valore di z potrà mettersi sotto la forma 


a dj* 


* 4 


d 4 X* 


a. 3 . 4 dj 4 


-&o. 


cioè facendo 2/ = P, 


d* P. 


P - Pi d ' 

* « 77TT 


_?!_ -sto. 

a . 3 . 4 dy 


a dy 

serie ohe rappresenta lo sviluppo della funzione 

4 <p - p I 

3 / .y-'W-» $ 

Ma essendo u = e 9 , la prima linea del valore di a» sarà rappresen- 
tata dalla formula 

,JP H-P $ 

5 { log. I Zog. U-f V ” 1 j 

£ similmente per la seconda linea troveremo 

jl ìj Q -^Q l 

log. S-+P 1 log.S-Ps/" 1 ) 

essendo Q in modo determinato , che facendo & — e r , *i abbia V/ = Qy 

In tal maniera il valore di z potrà più concisamente essere 
espresso dalla formula 

log. log.U-ps/-l log.S-+p s /-l~ + Q tog.s-<t>V-t- 
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Ma per ottenere sotto forma finita l’integrale della Equazione 

( d ' z ) -+ p ( d '- z ì -+ q (1?) +Rs=o 

\d<p'J \d/n / W/n/ 

si può anche tenere una più semplice strada. Abbiamo infatti ve- 
duto (lxxvii) che ad essa soddisfa la serie 

z = c 0 h 0 -¥ c,h t .u . cos. Cjb,. u*. cos.2 f> -+Scc. 

■+ cVfco -+C*. fc, . 8 . COS. <p c', . .5* . COS. 2 <P -+ &C. 

Suppongbiamo ora di aver trovata la somma R, della serie 
R y = c 0 h 9 -+ c.h^u.y -+ c, 7i, u 1 .y 1 -*• c t h t . y t -+ . . .. 

Egli è chiaro che avremo 
CR h-R } 

5 < ev-: -tV-» ✓ = C 0 Ù 0 -+ C, /i, I/. COS ©-+ C 2 Ti* M* COS. 2 P &C. 

tee) 


e similmente se chiameremo R', la somma della serie 

Rj = c\ & u -+ c\ Jc t ‘ s * y -+ c* • fc, • s l * y 1 -+ &o. 
noi avremo anche 


R' -+ R 

3 i ♦v'-l ~W~1 1 = C 'o ha '-*• c\ k t S^COS. p -+■ c\ fcj • S* COS'2@~t~8cC « 


Quindi sostituendo questi valori nella precedente espressione di z 9 
sarà 

( R -+ R h- R' h- R' ? 

z = 2 ] ev'-i -pv~i 

(e e e 


-fv'-i 
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La funzione R y rappresenta la somma della serie 

c 0 hj ■+ c, A, u y c, Ti, m* < y* ■+ &c . 

ed a motivo delle infinite arbitrarie c 0 , c , , c, , &c. nella di lei 
espressione può supporsi (lxxih) complicata una funzione arbitraria 

R R 

di uy. Chiamandola J?'uy 3 nelle quantità PV~i 9 ~PV~i , ver- 

e e 

ranno comprese le funzioni arbitrarie F u e , Fae ;edè 
chiaro che sostituendo nella proposta Equazione a differenze par- 
ziali in luo^o di z la quantità 




Py/~i H- 



tra le funzioni arbitrarie F uè'* * , Fu e ^ ' non sì potrà ese- 
guire nessuna riduzione a motivo dei multiplo differente di u . Quindi 
quelle funzioni poti unno tutte supporsi differenti , ed alla proposta 


sodisfaranno parzialmente le quantità 
R' 


R R 

P>/-l . -PV~i 

e 9 e 


R 

<V-i , 
e 


1 • 
e 


Quindi apparisce cbe il completo valore di z si otterrà ancora nel 

ca-o in cui non potremo conoscere la quantità R y , oioè la som- 
ma della serie 


c'o -t- c\ k { s • y -+• c\ Jfc, s* • y* ■+ &c. 
poiché dalla cognizione del solo valore di R y si ha la maniera di 
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introdurre nella espressione dì Z due funzioni arbitrarie , quali con* 
Tengono acciò sia completo l’ integrale di una Equazione a parziali 
differenze del secondo ordine . 


lxxvii. 

Per vedere una applioazione di questo metodo, preodia erb 
considerare la Equazione 

( 0 ) - n) " n ’ z= ° 
ove sia n un numero intiero e positivo. Facendovi 

2 = A ■+ A, cos. <p ■+ A, cos . a p -*• A, cos. 3 P ■+ Beo. 


troveremo A x determinato dalla Equazione 


d 1 A y m (ao — t) d A, ( /i* — ac*) ^ _ 0 

dm * ì — m 1 dm i — oi* 


dalla quale avremo per A, un integrale particolare così espres- 
se (lxv) 




essendo p=«- ^(/n 4 — l) . Sostituendo questo valore nella serie pro- 
posta, si avrà 

z = ( oi*— àm*-* 1 { Ci P cos ‘ $ ~* Cl P * C0S ' a P "*■ c ì P* cos ’ ^ 

Pv'-t — -*✓-* 

La serie compresa tra le parentesi equivale a F pe *+Fpe j 
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tacendo F una funzione arbitraria ; quindi sostituendo , avremo 


d *- +l C „ 

s = (/»•-!)"* J^rr. ì Fpe -»■ F p e 




! 


/a"" } • ' ‘ j 

óve, come sappiamo (lxxvj), possiamo supporre diverse le due fun- 


zioni arbitrarie . Essendo inoltre p — m— </( (7i*-i) = - — ) • 

- «atà ancora 9 mutando le caratteristiche delle funzioni , 


rvi 


d (72 


• -+I 


I 


E questo rappresenterà il completo integrale della proposta. L* ap- 
plicazione di questo metodo non essendo di veruna difficoltà non 
•i tratterremo sopra altri esempj. 


lxxviii. 

In qtìesto Oaso abbiamo attentilo il Valore di z sotto la forme 
d'infinita serie, e sotto la forma finita* ma ordinariamente le serio 
che si otterranno non saranno suscettibili così facilmente di esse- 
re sommate , e converrà contentarsi della forma d* infinita sepie* Pren- 
diamo per esempio a considerar la Equazione 

a-e-:)-®— • 

ove siano a* 6, e quantità costumi. Facciamovi per ridnrU ptò 
semplice 

z s» e** 4 **" 

• F 
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essendo A, K quantità, costanti; ed avfemo sostituendo, e dividendo 
h <p ■+ K m 


per e 


la trasformata 


(irf) - j 2h + a 5 (fi) -* b (fi-) -j fc*-****»-** jp=° 


Ponghiamo adesso 


ed avremo 


2 h -fa — o 
h*+ah-+bK+c 


a 


= o 


K = 


a 1 — 4 c 


E la nostra trasformata si ridurrà alla semplicissima forma 

(*JL) 

\d<p'J \lm) 

- > 

Dalla quale dovrà determinarsi il valore di p 
Facciamovi per tanto 

p = A -f A, cos. <p -+■ A 2 cos. a <p -f A,cos.3^-f A, cos.x p 

e sostituendo , immediatamente si vedrà che il termine generale A* 
dovrà sodisfare alla Equazione 

d A, 


Onde ritrarremo 


b ~ -a?A, = o 

dm 


A, =3,e x p 


Digitized by LjOOQle 


i$3 

ove q K è 1* arbitraria introdotta dalla Integrazione , che per maggior 
generalità si suppone funzione dia?. Sostituendo questo valore nella 
serie ohe esprime il valore di p si avrà 


m t m t m 

p = q-¥ 5 , e b . cos. Q h- q t e* T. cos. a Q •+ q r e' b . cos.Sp .... 

t)ove le infinite arbitrarie q tì q, ...... mostrano la presenza dì 

una funzione arbitraria, che può mettersi in evidenza come prece* 
dentemente abbiamo fatto (lxxvih) . Ordinando in fatti per le po- 
tenze di Q, si avrà 

til t rh , Tri 

P = q + q, eT -*q x e'T -+ q,e'T •+.;* 
m 1 m 

a lq, e b -t- à 1 q t e* T ■+ 3* q t e* T •+ . . .. 

_$♦ { m i in t m 

s .5. | qi 6 b “4* s ^ « q% 6 b -4* 5^ . q j e* b *4 ... 

&c. 

0 facendo 

ni t /n # _m . m 

q-¥ q, B b -+ e 1 b -+q i e* à -+ . . . = F. e è 

ove F rappresenta una funzione arbitraria , si avrà sostituendo , 0 
m 

facendo u = e 7 



p* udFu 
a da 


< P 4 

o • 3 • 4 • 


u d u dF u 

f i U 


d a* 


■ — &c» 


ila avendosi 


20 
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a q x — • 4 o 

-ì*-*— g— » 


z — e • p 


tara ancora 


a A n 1 — 4 C 


z «e 


^ p ^ f*ac? F& ìidudFu 

( a da 2,3.4,. da 


-&o] 


che rapprenteTà 1* integrale della Equazione 


&■)-(&)♦*(£•) 


-+cz = o 


172 

oon nna funzione arbitraria di u , ossia di e T 


LXXIX. 


La Equazione a parziali Differenze di cui ci siamo occupati è 
stara per lungo tempo dai Geometri creduta non suscettibile di am- 
mettere nel suo Integrale veruna funzione arbitraria ; ed invalse 
tale opinione finché il sommo Sig. Paoli ne dimostrò la erroneità 
con dottissima analisi, prevalendosi di un ramo di calcolo Integrale 
di cui fù il primo promotore, quello cioè delle Equazioni ohe 
comprendono le differenze parziali finite, ed infinitesime di una 
funzione; Equazioni delle quali abbiamo già veduto qualche esem- 
pio (xix), ed ottenne l’Integrale della proposta con due. funzioni 
arbitrarie . Posteriormente essendosi i Geometri rivolti con maggio' 
re attenzione a considerare il numero delle funzioni arbitrarie a»- 
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aolutamente irreducibili ohe nell- Integrale delle Equazioni a Dif- 
ferenze Parziali tono comprese, hanno riconosciuto ohe senza limi- 
tare la generalità dell* Integrale potevano le due funzioni arbitr a- 
rie dal Sig. Paoli ottenute nell 4 Integrale della Equazione 

(0) - (rP © — • 

ridursi ad una sola , e questa osservazione che il Sig. Poisson 
fece il primo, è stata per differenti strade confermata dal Sig. I4Ì- 
place, e dal Sig. Paoli stesso. 


LXXX. 

ì 

Scegliendo per integrare la proposta in luogo di una serie ordi- 
nata per i coseni una serie che proceda per i seni, si otterrà ap- 
punto una nuova espressione per z la quale aggiunta alla precedente 
offre una più generai soluzione di quella ottenuta . Riprendiamo la 
Equazione 



dalla quale abbiamo veduto (lxxviìi) che la proposta dipende . In 
luogo di p facciamovi 

p= M, sen, <p •+ M 2 sen>2p-¥ M, se/i. 3 p -4.... -+■ M.seruxp 


e troveremo per determinare M # la stessa Equazione che sopra ab- 
biamo incontrata (lxxvui), cioè 
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bdT& t 
d m 


-K 1 M,= o 


onde 


. m 

M* = c„ e * b~ 


quindi sostituendo , si avrà 


m 


m 


m 


p = c, e b • se/i Q -+ c x e* b • 2 p -+ c, e* 6 • sen. 3 p . 

cioè ordinando per le potenze di <p 9 e facendo 9 come sopra (lxxvui) 
m 

u — eb , si avrà anche 

ps= <p j C, U -f 2 C : U l -+• 3 C, li* •+ 4 C 4^ 4 "*■•*( 


\ * * * 

Zz < c.a + s’CjU* •+3'c,u’ -+ 4**c 4 « 4 -4-.. 
fl.3 


. ^ **-- \ c,u -+ 2 y c,M* -+■ 3 * c,u* -+ 4'c«w 4 -+ 

a ,3 . 4 • 5 ( 

^ $cc* • • • 
onde facendo 

•» * * 

C.HH-ftC.U 4 -+3c,l/’ «+ 4 C 4 U 4 H-.. = Tu 

si otterrà 

1 » ' * ti d T u 

c,u-+ a'Ctii' -4. 3 ’ c u’ -3— 

a « 

, ,* *, udud'ru 

c,u-*- a r c, u l -+ 3 r c, u’ = — 3—.^ — 

a a* 

beo. 
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è sostituendo 


ud?u p* udadYu 

a. 3 du a. 3. 4*5 d u* 


& o. 


ma abbiamo 


2 



a*-4c 

ò 


<n 


f 


quindi sarà anche 



2=e 


a 


a* — 4 C rm 

z - . m 

b 




p* udf u 
a.3 d u 


p* ud udf u _ ^ 

a . 3 . 4 • 5 du* 


Se aggiungeremo questo valore di 2 a quello precedentemente ot- 
tenuto (lxxviii) si avrà per l’integrale della Equazione 


f— ì 

[dp) 


[dj\ 

\dm) 


a + b 



- 4 - C Z =Q 


la piu generale espressione 

a* -4 c 


P 


m 


e 


J F u + r*u-—u ^ F “ 
( » du 


Q' U 


df u 


a.3 du 


&c. || 


©ve sebbene nella quantità compresa tra le parentesi appariscano 
due funzioni arbitrarie * pure essa non dipende che da una sola 
arbitraria funzione, come può vedersi dimostrato nella memoria 
sulle soluzioni particolari del Sig. Poisson,e nella opera sulle Pro* 
Labilità del Sig- Laplace. 
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LXXXI. 


E' molto osservabile ohe lo atomo metodo con cui può integrarsi 
lo Equazione 

($)* a (È)-* 6z = c 

nel caso di a, 6, c costanti , può ancora applicarsi al caso in cui 
più generalmente siano c, b, c funzioni comunque di m . Faccia- 
mo in fatti nella nostra Equazione 

Z = A ■+ A, cos. P ■+ A» COS. 2 P -+• A, COS. -+«.-♦• A, QOS. X P 

ed avremo sostituendo 

ad A ad A.. adA t . ad A, «, ad A, 

-T ■+ —, — . COS. P •+-, COS.2p-*--r — i CO$.3<BH-..-4- J - . COS. X (fi -r„. 

dm dm - dm dm r dm r 

-+• b A ■+ b A, cos. p -+ b A, cos. 2 p -+ 6 A, còs. 3 p •+...-+■ b A„ . còs. a; p -k.,. 


— A, cos. p — 2* A, cos. » p — 3 1 A, cos. 3 p — &o — A, cos. oc P — &o. 


— c = o. 


Supponghiamo ora primieramente per sodisfarvi 


onde avrassi 


dA i A 

a hoA-c=o 

dm 


l i f — .diti ' 

~ f ~im\ '• e 

A — e I B-+/e —dm 


ove R è una arbitraria. Sia inoltre 
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• sarà integrando 


, r d m r b , 
x J ^ - J -.dm 

A,=B,e 


con le quali determinazioni la trasformata ottenuta sarà completa" 
tornente sodisfatta « 


Sostituendo questi valori nella serie assegnata per z, si avrà 

~f-dm ria •/— 

z~e J a {B-rB 1 e ,/ a co$. p-t-B* e* J a cos. 2p-t-B,e’ 7 a cos.$p+ } 



a 


Possiamo operare come precedentemente snlla quantità compresa 
tra le parentesi affine di porre in evidenza la funzione arbitraria 

che dalle infinite indeterminate B, B, , B, , viene annunziata; e 
r dm 

facendo e*' ~T~ troverà facilmente eseguendo le operazio- 

ni indicate (lxxvui) 




p* ud"Fu 
a du 



a 


p 4 vdudVu 
a • 3 • 4 du % 
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Se l' ultimo termine c della Equazione 
<f* t . ( dz . . 

fosse funzione non solo di 0 ? tua ftncota di #z, C <p, la integrate ioù«J 

della proposta non ammetterebbe nessuna nuova difficoltà . Incornili' 
ceremo ad applicare alla funzione c i metodi precedenti affine di 

svolgerla in serie per i coseni degli archi molteplici , e sarà gene* 
Talmente (xxix) 

i 2 i 

c = - f cdp-* - . cos. pfc dp. cos . p -+ cos. a pfcd pcos.zp -<• .* 
integrando tra i limiti p = o, p=#. E facendo per semplicità 

p* = \fc d p . cos. x p 

àvtemd 

i ... 

t=z à P« * + p. cos. <p *+p x cos. a $> h- ■+ p„ cos. x p .... 

Facciamo inoltre 

z=A-+A l cos.p-4-A t cos. a $>h-A, eos. -+. ..*■+ A x còs. 
ed ambe questi valori si sostituiscano nella Equazione proposta 

(£)-•(£)**— 
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ed avremo 


dA d A, d A, d A, _ dA, 

^ 3 ~ ^ * * • C0S • j h* • COS • 2^*^ (Z r , _t • C05 »5ò -j**« «-+*0 , • 005* ^ « 

a m a/7i ^ dm T dm r dm % 

— A, cos. p— - 2 * A, cos.ap — 3* A, cos. 3 p, :....— a?* A x cos. k 
■+ ^A -+ 5 A, cos. p -+&A,cos. 2 p -+ 6 À, cos. 3<p-t- ....-+ 6 A* cos.x<p -+... 
~~h,P°~~Pi °° s ' P ~~Pi c °s > 2 Q— ‘p t cos. 3<p ... . — p x cos. «$><“- &c. 


per sodisfarvi facciamo 


dA 

<ff72 


* A - 4 p „ = 


onde si trarrà 


A = e"/ 




Si faccia inoltre, qualunque sia » 

dA 


A.- P ,=o 


cioè integrando 



ossia, facendo per semplicità 
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Avremo più semplicemente 


K. 


9 



A ,=u x e 


Sa 


- . d 


< ' ì 

| B, ■+ ^ 


Sostituendo questi valori nella serie 

z = A -+ A, cos. p ■+ A, cos. ù p A, cos. x p 


facilmente vedremo che per semplicità, facendo 


u 


D , 

^ r - . d m 

J « > — 


^jr ^jr 


Il resultato della sostituzione potrà mettersi sotto la forniti 


ft 


3 * ^ 

B H- B, W . CÒS; -+ B a . H 1 cos.zp-*- B^ cos. o p 


Seti, f 


La quantità compresa tra le parentesi è suscettibile delle ridu- 
zioni stesse che abbiamo praticate in casi analoghi (lxxvui); ed or- 
dinandola per le potenze di <P, e ponendo in evidenza la funzione 
arbitraria ebe le infinite indeterminate B* B, , B, &c. ci annun- 
ziano* si otterrà facilmente 
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K “+■ A, coi. <p -+ K COS. 2 Q -+■ A, COS. 3 <p -+• &C. 


-fi 



F u — 


p* adFa 
a ci u 


<p 4 ududV ii 
a.3.4. ti u' 



ove F b è una funzione arbitraria 


Così in questo caso, come nei precedenti due, se si fosse scelta 
una serie ordinata per 1 seni, noi saremmo pervenuti ad un diffe- 
rente valore di z che aggiunto al precedente ci offrirebbe le con- 
siderazioni stesse che ci presenta il easo più semplice che nell’ ar- 
ticolo (lxxjc) abbiamo trattato 


lxxxiit. 


Questo metodo può ancora con successo applicarsi alle Equa- 
zioni della forma stessa di quelle ff nora trattate , ma ad un mag- 
gior numero di variabili. Prendiamo infatti a considerare la Equa- 
zione a 4 variabili 

O — (la - 1 o 


ove siano a, b quantità costanti. Facciamovi al solito 

z = A -+• A, cos. p -+ A, cos. 2 ^-t-A, cos. 3 p A, cos. x <p -+• &c. 

essendo A,A ( ,A,&c. funzioni d i ir, e t. Sostituendo nella propo- 
sta, e sodisfacendovi indipendentemento dai differenti coseni, tro- 
veremo che il termine generale A, della nostra serie è rappresen- 
tato dalla Equazione 


« (<*A) -h 4 m -V *' A, = o 
dì n dt 
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oìoè integrando 

a?* 

" i ? 

A,-e 0 F.(lm-at) 

ove F, dinota una funzione arbitraria. Quindi avremo sostituendo 

* 

-_ a \ -t 

z — F-+e b F, cos. q > -+ e & F„ co 5 . a <p -+* e ^ F„, cos.3<p-h5tc. 

ove F,F,,F„ &c. sono tutte funzioni arbitrarie di b m- a t tra di 
loro differenti, ed infinite di numero. 

LXXXIV; 


La Equazione più generale 

(£)-©♦•(£)*•• 

ove a, 5 , c siano funzioni di m, e f, atnmette un integrale della 
specie stessa di quello che per la Equazione precedentemente svi- 
luppata abbiamo ottenuto. Facciamo infatti 

& — A -+ A, cos. <p -+• A a cos. 2 <p , -+• A, cos. 3 <p -+ ... -4- A, cos. x Q-+ &c. 


essendo A, A,* A, Scc. funzioni di m , e £. Sostituendo nella pro- 
posta questo valore di z, e sodisfacendovi indipendentemente dai 
differenti coseni, troveremo che il termine generale A, dipende dal- 
la Equazione , 



(c-t-a;’) A l= =:ò 


Per integrarla, dovremo 4 secondo il conosciuto metodo dovuto di 
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Sìg. Lagrange , formare le due Equazioni 

bdm~a&t=*o 

bdA x -(x l '+b)dt=o 

X»a prima Equazione a due variabili m, t supponghiamo che in-* 
tegrata dia 

h = R 

oye h è 1* arbitraria introdotta dalla Integrazione . Se mediante que- 
sta Equazione elimineremo m dall’altra 

bd A z -(a?* -+• ò) dt 
li otterrà immediatamente 

À x =s e h 

ove Jfc è l’arbitraria, e dove nelle quantità b, c è stato in ìuogtì 
di m sostituito il suo valore preso dalla Equazione 

h « R 


E’ integrale della Equazione 



6 (£ 


^ -+ (c’+a? 1 j A* = 0 


è come sappiamo 


l=F. h 


essendo F unsi funzione artitrari^ • Eliriiiniiido dùnqiie h y cd H 
mediante le Equazioni ottenute , si avra 
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purché gli integrali C-^ ( ^ — d t siano presi nella ipotesi di R 

costante, secondo l’espressivo modo di dire che il Sig. Paoli ha po- 
sto in uso il primo. 

Si sostituisca adesso questo valore di A x nella serie 

z — A -+ A, cos.p -+ A t cos. a 9 -+ .. . A x cos.x <p-* 

ed avvertendo che questo valore di z sodisfa per le determinazio- 
ni precedenti alla Equazione 

(±- z ) = a (if) 

\Gf<pv '‘d \dt' 


indipendentemente dai diversi coseni, potremo per maggior gene- 
ralità supporre che di termine in termine sia differente la compo- 
sizione della funzione arbitraria F.R. In tal maniera si avrà, fat- 
ta la sostituzione 


- f— 

z=eJ 6 


V rdt 

d t ) FR+e ' ~r~. F 4 R cos. 

w u 



dt 

^ .F„R «cos. 2 <p • 


LXXXV. 


Se vi fosse ancora un ultimo termine e funzione ài m, t 9 9 
in modo che dovesse integrarsi la Equazione 



4CZ4C 


il metodo stesso precedentemente posto in uso ci «ara assai utile . 
S’ incomincerà da svolgere la quantità e in una serie ordinata per 
i coseni degli archi moltiplici di <p> e Facendo per semplicità 





Q.e.cos.xp 
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ove 1* integrale sia preso tra ì limiti p =C, <p=t, noi avremo 
-+-p, cos. ♦ -+p, cos» a <P H-p, cos. 3 <P . -+• p x cos. oc <p ■+ . . . 
Supponghiamo ora 

-b= A -+A,cos.<p ■+ AjCOs. a <p-+. A } cos. 3 <p A,, cos. ■+ 

/ 

e questo valore di z , e quello di e si sostituiscano nella proposta 


(JD- •(£)*•© 


-+> cz-t-e 


alla quale se sodisfaremo don le sosti tUzioni indicate indip endente- 
mente dai differenti coseni , si troverà che il termine generale A * 
dipende dalla Equazione 

dalla quale dedurremo le solite due Equazioni 

bdm-adt — o 


bdA. x ^(x 1 -^c)A x dt-p t àt 

fe sé h * R rappresenterà l’integrale della prima Equazione, ove U 
è arbitraria, ed R funzione di m, fe £, noi avremo dalla .secon di 

b J b x > b J b J * b J b 

A x =sF*R‘C .*■+■<? e • -%- . p x .d t 


purché tutti gli integrali si prendano nella Apposizione di R ed- 
itante. Facendo per maggior semplicità 
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i6‘S 

sarà anche 


x 'f — ■+ f — dt f — dt 

J b b J b 

A^F.R.e -+■ £ . q x 

% 

Il primo termine A lo troveremo espresso dalla formula 

f-E^dt f L dt 

b + e J b 

A — e 5 ?o • F R 

• sostituendo questi valori nella serie 

z = A -+ A, cos. <p -+• A tCOS 2 <p h- . . A, cos. x p 

si troverà, previe le solite avvertenze sulla diversità che impune- 
mente possiamo ammettere tra le funzioni arbitrarie comprese nelle 
quantità A, A,, A,,..., che il valore di z sarà dato dalla serie 

f 

z — e J 




q 0 -4- <7, cos. <p -+ COS. 1 <p -r 5, COS. 3p •+ &c 


. 

1 


+ e 


/f 


f,i ' |fr 


àt a 

•* b cos. p • F, R -+• e* h 


cos . 20 .F. R -+ Scc 




La quale espressione sodisfarà alla proposta 

Molto facilmente si potrebbero moltiplicare gli esempi di que- 
sto metodo, ed estenderne l’applicazione ad Equazioni di ordini 
più elevati, ma la di lui semplicità, ed uniformità ci dispensa da 
un ulteriore sviluppo. 

jL 


FINE. 


Digitized by 


r 

i ' 


Google 



Digitized by 



Digitized by 







































